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Introduccion

Héctor Javier Rendén Contreras

Conociendo la problematica tan compleja que implica la ensefianza y el
aprendizaje de las mateméticas en la educacion superior, se ha trabaja-
do en la elaboracion de este material bibliografico, como apoyo a las
licenciaturas de administracion y turismo del Centro Universitario de la
Costa el cual le facilite el uso de recursos matematicos que le permita
planear, modelar y analizar la informacién, con el objeto de estar en con-
diciones para la toma de decisiones en la optimizacion de recursos.

El objetivo principal de este texto es de consolidar bases matemati-
cas la cual permita que el alumno incursione en herramientas cada vez
mas complejas y ayude al analisis de fenémenos econdmico-administra-
tivos desde una perspectiva mas objetiva. Asi el alumno sera capaz de
formular problemas, analizar la informacion y buscar estrategias que le
permitan resolverlos, asi presente alternativas de solucidon apoyadas en
fundamentos matematicos.

Este libro comprende basicamente el estudio de las derivadas e
integrales, asi como sus aplicaciones.

En el capitulo | comprende el estudio dedicado a la derivada en sus
conceptos netamente matematicos, iniciando con el concepto de limites
y continuidad.

Se continda con la definicion de derivada y su interpretacidon geomé-
trica, para luego estudiar todo lo que es la derivada mediante diferentes
técnicas. A lo largo de este capitulo se da gran importancia al concepto
de derivada como razén de y al andlisis marginal en Economia.

(7]
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En el capitulo Il se ensefian las aplicaciones de la derivada en el
trazado de curvas, lo que permite determinar valores maximos y mini-
mos, puntos de inflexion y asintotas. Este capitulo termina con una parte
dedicada al estudio de problemas de optimizacion, que es precisamente,
una de las aplicaciones mas necesarias y Utiles para un estudiante de
ciencias economicas.

Capitulo Ill, se conoce la operacioén inversa de la derivada, la anti-
derivada o integracidn, conociendo sus diferentes técnicas de integra-
cion, por sustitucion, integracién indefinida, integracién definida y el
concepto de area bajo una o dos curvas.

En el capitulo IV se pone especial interés en la aplicacion del célcu-
lo integral en el campo de la economia y ciencias sociales. Que por razo-
nes de tiempo de los cursos de Matematicas Il (80 horas), en todos los
temas tratados se da mas importancia a la aplicacién practica que a la
demostracion tedrica.

Se debe iniciar el estudio de Mateméticas Il con una sélida base
matematica, principalmente en algebra y geometria. Si se prepara para
ingresar a una carrera como turismo 6 administracion, y ha tomado el
curso de Matematicas |, no debera existir ninguna dificultad al estudiar
este texto, ya que se realiz6 para brindar una comprensién sencilla.



UNIDAD |
La derivada

1.1 Rectas tangentes

Toda linea que toca Unicamente un punto en una circunferencia o en una
curva se le conoce como recta tangente.

\Ay Ay

Punto de tangencia

Punto de tangencia

y=f)

X
>

X

>

0 0
Rectas tangentes de una circunferencia y de una funcion f(X)

Durante el estudio del calculo diferencial es necesario conocer el
valor de la pendiente m y la ecuacién de estas rectas tangentes.

Para ilustrar este ejemplo, se desea determinar el valor de la pen-
diente m, asi como la ecuacién de la recta tangente que toca el punto de
tangencia A(2.5, -3.75) en la gréafica f(x) = x2 — 4x.

)
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f(x) = x2 - 4x

v
>

Recta tangente

Punto de tangencia

Gréfica de la funcién f(X) = X2 — 4x

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente es necesario deter-
: . Y,—Y .
minar el valor de su pendiente m = x22— xll Para ello es necesario cono-

cer dos puntos (x,, y,), (X, ¥,), y del cual solamente se conoce uno de
ellos, el punto de tangencia. Pero se puede calcular la pendiente m por
aproximacion y esto se logra cortando la curva con una recta secante
para obtener dos puntos conocidos: el punto de tangencia A(0.5, —5.125)
y un punto B(5, 5).

f(x) = x2 —4x

Punto B(5, 5)

Aproximacion
por la derecha de

Recta secante B hasta A

Recta tangente

Punto de tangencia

A(2.5, -3.75)
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Ahora habra que aproximar el punto B al punto de tangencia Ay de
esta manera obtener el valor de cada una de las pendientes m de estas
secantes:

B; aprox. 1

Secantes

Tangente

Punto de tangencia
B; aprox. 4

B; aprox. 5

Aproximaciones por la derecha BY — A:

Aprox. Rectas Secantes Pendiente Y,= Y,
Punto de tangencia A(X;, ;) B* (X, Y,) m= v =
1 A(2.5, -3.75) B(5, 5) 35
2 A(2.5, -3.75) B(4, 0) 2.5
3 A(2.5, -3.75) B(3, -3) 1.5
4 A(2.5, -3.75) B(2.6, —3.64) 11
5 A(2.5, -3.75) B(2.55, -3.6975) 1.05




12 CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

De la misma manera se aproxima el punto B al punto de tangencia
A por la parte de la izquierda:

f(x) =x2—4x —

Punto de tangencia

Aproximaciones por la izquierda B~ — A:

Aprox. Rectas Secantes Pendiente Y,—Y,
Punto de tangencia A(X,, ;) B™ (X, Y,) M=%, =%
1 A(2.5, -3.75) B(0, 0) -15
2 A(2.5, -3.75) B(1, -3) -0.5
3 A(2.5, -3.75) B(2, -4) 0.5
4 A(2.5, -3.75) B(2.4, -3.84) 0.9
5 A(2.5, -3.75) B(2.49, -3.7599) 0.99

Se puede apreciar que a medida que el punto B se aproxima cada
vez mas hacia A por la derecha (B* — A), la pendiente m toma el valor de
1; de manera similar, cuando el punto B se aproxima hacia el punto de
tangencia por la parte de la izquierda (B~ — A), el valor de la pendiente m
esta mas proxima a 1.
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Por lo tanto, el valor de la pendiente de la recta tangente en el punto
A(2.5,-3.75) esde m=1.

Esto se puede expresar que la pendiente de la recta tangente al
punto A(2.5, -3.75) es el limite de todas las pendientes de las rectas se-
cantes calculadas anteriormente. Su notacién matemética es:

limg ,, x*-4x=1

Una vez determinado el valor de la pendiente m de la recta tangente
se puede calcular la ecuacion de esta recta.

Utilizando la forma de la ecuacién dado un punto y su pendiente
Y, =Y, =m(X,-X,), se calcula

Con el punto conocido, el punto de tangencia Y, — (=3.75) = 1(x, — 2.5)
A(25,-3.75) y el valor de la pendiente m=1,se Yy =X-25-3.75

obtiene la ecuacion de la recta tangente. y = X — 6.25 Ecuacién de la recta tangente

1.2 Limites

Una vez determinado el concepto del limite en la seccioén 1.1, al calcular
la pendiente m de una recta tangente a una funcién, en ésta seccién se
analizara la nocién mas clara de limite. El limite de una funcién es indis-
pensable para iniciarse en el estudio del célculo.

Lo que hace importante el estudio del calculo y lo diferencia de otras
ramas de las matematicas como el algebra y la trigonometria, es la no-
cién del limite.

Como se describié en la seccién 1.1, cuando todas las rectas se-
cantes al convertirse en una recta tangente en un punto determinado de
una funcion f(x), se conocen como el limite de todas las secantes.

El concepto del limite en general describe lo que sucede a una fun-
cion f(x) a medida que su variable x se aproxima a un valor constante k.
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Para demostrar lo anterior se determina el comportamiento de una
funcién f(x) = x2 — x — 6 en el punto (2, —4). En el tabulador siguiente
resume el comportamiento de la funciéon f(x) cuando x se aproxima a 2,
tanto por la izquierda como por la derecha (izq. x — 2 < x der.).

X se aproxima a 2 por laizquierda — <« X se aproxima a 2 por la derecha

X 1.8 1.9 1.95 1.99 2 2.01 2.1 2.2 2.5

f(x) |-456 |-429 |-4.147|-4.029 -3.969 | -3.69 | -3.36 |-2.25

En esta tabla se muestra que la funcion f(x) tiende a —4 cuando x se
aproxima cada vez mas a 1 por ambos lados. Y su notacion matemética es

limx2-x-6=-4
X—2

11 Valores de X
aproximandose a

T S

Cuando
X—2
la funcién

F09=—4 -

Interpretacion geométrica de la relacion !(ILT; (X2-x-6)=-4
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En conclusion, una funcién f(x) tiende al limite | (en y) a medida que
X Se aproxima a una constante k (en x), y se escribe:

lim £09 =1

Si | existe, este valor es Gnico.

En algunos casos el limite de la funcién f(x) cuando x tiende a k
coincide con f(k), en otros casos no se cumple necesariamente, ya que
no siempre f(x) esta definida en k y sin embargo el limite existe.

Se ilustran tres ejemplos para definir estos casos:

1. El limite de la funcion f(x) en el valor k es igual al valor de f(Kk).
Esta situaciéon permite evaluar los limites en forma directa.

A

y

|
|
|
|
|
¢ > X
k
lim f(x) =1 = f(K)
EJempLo 1.1 Evaluar el siguiente limite:
Aqui se aplica el limite directamente le£|’31 -x+2)

=(3-(3+2=8

LiLT;(xz—x+2):8
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2. El limite de f(x) en k existe, pero no es igual al valor de f(k). Esto
se debe a que la funcion f(x) no esta definida en x = k. Para resolver
estos limites, es necesario determinar si se puede simplificar la funcion
f(x) factorizandola. Una vez simplificada f(x) se aplica el limite.

~¢ - - - -

LILTkI f(X) = |, pero la funcién no esta definida en k

X2 —x-12

EJempLo 1.2 Calcular lim
x—4 X — 4

Como la funcién no esté definida en X = 4, no se puede resolver directamente, y se procede a

factorizar la funcion:

MEIAR

=lim (x+3)=[(4) +3] =7

. X2—x-12
entonces: lim ———— =7
x—4 X—-4

X2—x-12
X—4

Estos limites también se pueden resolver con un tabulador: f(X) =
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X se aproxima a 4 por laizquierda — ¢ X se aproxima a 4 por la derecha

X 3.8 3.9 3.95 3.99 4 4.01 4.1 4.2 4.5

f) | 68 | 69 | 695 | 6.99 7010 | 71 | 72 | 75

f)=7

3. La funcién f(x) no esta definida en k pero f(k) # I. Entonces el
procedimiento es igual que en el caso 2.

fk) & £ - - —— - — - - - X — -~ -

v
>

|
|
|
|
k

lim f(x) = pero | % f(K)

x3-8
-2

9:six=2

EJempPLo 1.3 Evaluar el siguiente limite: lim

Como [ no esta definida en X = 2 se realiza el procedimiento del caso 2

. x3-8 _ (x=2) (x*+2x+4)
!m; N factorizando ZXKZ)

lim (X2 + 2x + 4) aplicando el limite (2)2 + 2(2) + 4 =12
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214+

Gréfica de la funcion f(X) =

9:six=2

Hay que tomar en cuenta en este ejemplo que el limite de la funcién
f(x) en x =2 no depende de f(2).

De los tres casos anteriores se puede concluir que para calcular el
limite de una funcién basta con reemplazar el valor de k (x — k) en la
misma funcién f(x), siempre y cuando sea posible, si no, habra que
factorizar la funcion hasta simplificarla y asi poder sustituir k en f(x) o
aplicar el proceso de tabulacién dando valores mas préximos en x, y
determinar el valor de .

1.2.1. Propiedades de los limites

En los anteriores ejemplos se han utilizado algunas de las propiedades
de los limites. El siguiente teorema presenta sus propiedades:
Sean f(x) y g(x) dos funciones, tales que IXier1 fx)=1y lem g(x) =1,
entonces:
1. Limite de una suma o resta: lim [f(x) £ g()] = lim f(x) £ lim g(x) =

I, £1,



LA DERIVADA 19

2. Limite de un producto: lim [f(x) - g)] = [lim f()] - [lim g()] =1, - 1,

x—k
- , [feo7 limfeo L
3. Limite de un cociente: lim [—+| = -———= = paratoda |, # 0
-k | g(x) lim g(9) I,

4. Limite elevado a un exponente n: lim [f(x)]" = [Iim f(x)]n = ()"

x—k

5. Limite de una constante: Ixigg c=cC
1.2.2. Célculo de limites

Bajo los tres conceptos mostrados en el tema 1.2, en el cual:

L1im 10 =1= f(K

2. lim f(x) =1, pero la funcién f(x) no esta definida en k

3. legkw f(x)=1, pero |l f(k)
se puede iniciar en el calculo de limites. En el siguiente ejemplo se ilustra
el empleo de las propiedades de los limites para evaluar los limites de
funciones algebraicas.

EJsempLO 1.4 Hallar XIiﬁnj1 (3x® — 4x + 8), al aplicar las propiedades de los

limites directamente se tiene:
A T

ul Y |,"I
. 104+ Ill'l
/’/_ BERANA /
0 T . | wl J
- )!I_)n_113X )!I_)I’YJ14X + >!I—>n-118 l,-"' : fz"f
. 3 . . / : T A f0=3¢-4x+8
=3 (limx)*~4 (limx) + lim 8 I.'J : ol
51
=3(-1)%-4(-1) +8 : ol
| al
=9 |
| 2l
|
| T
* f ; ; ; i » X
|i -05 05 1 15 2

Gréfica de la funcién f(X) = 3x3 — 4x + 8
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1.2.3. Indeterminacion del tipo %o 0
(donde n es cualquier R)

Otra de las dificultades que se presentan durante el calculo de limites es
cuando al sustituir k en f(x), la funcién se indetermina en x =k, es decir, la
aplicacion de las propiedades de los limites puede conducir a una inde-
terminacion del tipo % como se ilustra en el siguiente ejemplo:

i x3-8
) X-2
(limx°-lm8 s8-8 _o
si se aplica las propiedades de los limites directamente: = = 6

limx—lim 2 2-2
X—2 X—2

Cuando un limite se indetermina como en el ejemplo anterior, ain
no se sabe si éste limite existe o no.

Para salvar esta dificultad, existen diferentes casos en los cuales
se pueden salvar la indeterminacion del tipo % o] % (donde n es cual-
quier R).

1. Cuando se trata de funciones racionales (cociente de polinomios),
la indeterminacion se salva factorizando y simplificando. Por ejemplo:

L x-8 _ 0 , i :
= !(I_Ij’z] x—2 - 6; factorizando y simplificando, se tiene:
i -8 _ (x=2) (x¥*+2x+4)
- X@ X-2 N)

= |erT21 (X2 + 2x + 4) una vez simplificado se aplica el limite
=(22+2(2)+4)=16

2. En otro caso particular, al aplicar las propiedades de los limites a
una funcion irracional y resulta una indeterminacion del tipo %, se pue-
de evitar multiplicando por el conjugado del numerador (0o denominador
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segln sea el caso), para racionalizarlo. Se realizan las simplificaciones
necesarias y se concluye si el limite existe.

- L . . x+h-+vh
EJempPLo 1.5 Evaluar el siguiente limite (si existe) leg()\ %

Vx +h-h
X

= — el limite se indetermina

lim 0

x—0

pero multiplicando VX + h — \/; por su conjugado se tiene una diferencia de cuadrados:

i Vh+x-+vh (Vh+x+h i (Vh +x)? - (\h)?
A Vh+x+vh | 0 x(Wh+x+h)

x—0

X
. H+x-H i X . 1
=lim ——— =lim —— =lim —
0 x(Wh+x+vh) 70 X(Wh+x+vh) 7 Vh+x+h

una vez simplificada la funcién f(X), se aplica el limite cuando X — 0

1 1 1

:\/h+(0 +vh Ah+h  2vh

\lx+h—\/ﬁz 1
X 2vh

Por lo tanto: lim
x—0

3. Si al evaluar un limite y éste se indetermina, mas sin embargo, se
realizan las operaciones anteriores (factorizacion y simplificacion) y no
se salva la indeterminacion, se concluye que la funcién no tiene limite
cuando x — k; por ejemplo:

X2 -4 0

I %—22 = 0

factorizando:

e XA (XH2) L (X +2)
= «Z2 -2 TM x-2)

aplicando el limite:

2+2 4

2-2 "0

no hay limite
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Cuando ocurre una situacion como en el caso 3, se dice que estos
limites no existen, es decir, que la funcién f(x) no tiene un valor definido
cuando x — k. Se plantean a continuacion 2 situaciones para los cuales
no existe el limite de una funcion.

1. La primera sucede cuando x se aproxima cada vez mas a una
constante k por la izquierda y por la derecha, la funcién f(x) no tiende a
ningun valor finito, es decir que f(k) tiende al infinito mas préximo y su
representacion grafica es una asintota.

o T |
EJempLO 1.6 Calcular el siguiente limite: Ixm )

m

lim — no se puede simplificar, por lo que:
lim — p plificar, por lo g

B
- 0 — No hay imite
Este ejemplo se puede demostrar graficamente que no existe el

limite y también un tabulador:

. I |
-125 -1 -0.75 -05 -0.25 O 025 05 075 1 125 15 175 2 225
A medida que X se aproxima a 0,
la funcién crece a un valor infinito

L I I I I [

Gréfica de la funcion f(X) = 2
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X se aproxima a O por la izquierda — <« X se aproxima a 0 por la derecha

X -2 -1 | -05| -01 | -0.01 0 0.01 0.1 0.5 1 2

fx) 1025 1 4 100 | 10000 10000 | 1000 4 1 1025

a medida que X se aproxima a 0,
f(X) se incrementa a un valor sin limite (no definido)

2. Otra situacion en la cual no existe el limite es cuando existe una
funcién compuesta por dos o mas graficos, y cuando ninguno de los dos
graficos coincide con el otro (empatan) cuando x — k, no existe el limite.
Es decir, a medida que un grafico se aproxima a k por la izquierda toma
un valor diferente de f(x), que cuando el otro gréafico se aproxima a k por
la derecha.

2
§x+2gx<2
3-X six=2

X—2

EJempLo 1.7 Evaluar lim {

4] Cuando X7 =2; .
f(x)=33

¢Limite? @ — — — —

¢ Limite? 1 - - - =
¢ Ld Cuando X< =2;

| fx) =1
1 | ® | | > X
2

/3 2 1 0 1 3 4 5
gl

Al trazarse los gréficos se aprecia qué, cuando ambos gréficos de la funcién se aproximan a 2

toman valores diferentes de f(X), por lo tanto no existe el limite.
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EJempPLOs 1.8 Resolver los siguientes limites (si existen):

i 8x¢-27 5 _ ctorizand
a) xl—[g —2X 3 se indetermina, pero factorizando
(2x=3) (4x% + 6x + 9) . , _ N
Hn%] y\g) = 1':% (4x? + 6x + 9) aplicando el limite
2
:4E}+q%+9:m

b) lim

1 _36 al aplicar el limite directamente se indetermina, por lo que se racionaliza
X—,

el numerador multiplicandolo por el conjugado de (\/;— 6), entonces:

 lim Vx-6 [x+6]  ()P-(6)° (x<36)
36 (Ve 6) " x-36) (Vs 6) " (x56) (Vx + 6) H%(\/‘ +6)

1 1
una vez racionalizada la funcion, se aplica el limite = — = —
V(36) + 6 12
1-V1+x O
C) IXETJ x =0%e indetermina, multiplicando por el conjugado de 1 — V1 + X:
i -V1+x [1+V1+x i (1)2—(\/1+x)2_|. 1-1-x

= lim
0 X 1+V1+x) 7 x(1+V1+x) ™ x(1+Vi+x)
. 1
=lim =lim-——
X”"x(1+\/1+x) 0 1+l +x
1 1 1

aplicando el limite = — =-_ -_=

1+V1+0 1+V1 2

EJercicios 1.1 Resolver los siguientes limites (si existen):

Cox+1 Vx-5 . x2-1 23 -8x2+x-4
Ldim dhin e Timgtaty  10.m s
x+1 x? - 16 X = (x + h)3 2X2+2x - 12
2. lim 5. lim 8. lim =" 11 tim —————
xs2 X—2 xot X—4 h—0 2 X2+X-6
4R+ 3t+2 Xt - ht . x?h +3xh2 + h3 Vx-7
S imwas Ol O Toaese 12 0mia
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1.2.4. Limites infinitos

Estos limites son Utiles para evaluar los limites del cociente de dos
polinomios cuando x — <~ (tienda al limite mas infinito). Los limites infini-
tos que se presentan continuamente el desarrollo del calculo, se presen-
tan a continuacion.
1. Limite de un cociente en el cual una constante k es dividida entre
una variable que tiende a cero.

| =

I
lim — aplicando el limite = — = oo
=0 x

*

o

* Entre méas pequefio sea el denominador, el cociente serd cada vez mas grande.

2. Limite del producto de una constante c por una variable que tiende
al limite més infinito.

IXim K - X aplicando el limite = K - o0 = o0
S

3. Limite del cociente de una variable entre una constante ¢, cuando la
variable que tiende al limite mas infinito.

) X oo
lim + aplicando el limite = 7 =
xoe K k

4. Limite del cociente en el cual la constante k es dividida entre una
variable que tiende al limite mas infinito.
lim — aplicando el Iimite = — =
x—oo X oo

* Entre mas grande sea el denominador, el cociente sera cada vez mas pequefio.

L 2X3-3x2+4 2
. lim &£&—=2 "~ - _=%
EJsempPLO 1.9 Demostrar que LR 7

Para resolverlo se obtiene el factor comin (x%)

lim SRS S
X—>oo 5 l _Xﬁw 5 1
X3 = +=-7 =-=-7
[xz X ] X2 X 2_—+é

todas las variables X tienden al limite mas infinito, por lo tanto: = ? ,
oo

002
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+0

todo valor dividido entre infinito es igual a O (punto 4) = m

2
7

EJercicios 1.2 Calcular los siguientes limites infinitos (si existen):

5 - 2x? . 4x+5 . 6x3-5x2+3 . / 1
2. lim 3. lim oy 4. Llﬂg X[1+ ?]

1. lim =73 lim

xoee  3X + 5X2 X—>e0

1.3 Continuidad

El concepto de continuidad esta asociado con la idea de seguir el trazo
de una funcién f(x) sin levantar el |apiz. Bajo este concepto una funcion
continua es aquella en la cual su gréfica no se ve interrumpida al mo-

mento de trazarse, es decir, el dominio de la funcion es (—eo, +co).
Es necesario definir una funcién continua de una discontinua para

el estudio del calculo, sobre todo en el tema de maximos y minimos don-
de se analizan funciones continuas en intervalos cerrados o abiertos para

la optimizacién de funciones.
Se analizara la continuidad de algunas funciones que se emplearon

en el tema de limites.
1. La funcion f(x) = 3x3 —4x + 8 es continua para todo valor de x puesto

gue el dominio de la funcién es (—oe, +0).

a8y A
2l |
20 ,
Funcién continua para toda X 18 f
164 /
14t /
12d J
104 /

H,/ o

64
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L 1 e e .
2. La funcion f(x) = 2 ho esta definida para x = 0, por lo tanto es dis-

continua, puesto que el dominio de la funcion es (-, 0) U (0, +0) y

su grafica es una asintota. Se le denomina discontinuidad infinita.

1 2 3

1
Funcion f(X) = 2 discontinua en X = 0

3. La funcion f(x) =~

no esta definida para x = 2, puesto que el

denominador no esta definido en 2. El dominio de la funcién f(x) es
(—o0, 2) U (2, +o0) y se interrumpe en (2, 12) presentdndose un «hue-

co» en la grafica. Se le denomina removible porque la discontinui-

dad se puede eliminar al redefinir f(x) en 2.

A

184

161

141

12

101

X3 —
Funcion f(x) = <

discontinua en X = 2
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2
§x+2gx<2
3-x six=2
puesto que a medida que f(x) toma valores proximos a 2 por la

4, La funcién f(x) = { presenta discontinuidad en x = 2,

izquierda (x < 2) tiende a 3%/3; mientras que se aproxima a un valor
diferente por la derecha (x > 2) tiende a 1. Hay un «salto» en x =2y
se presenta la discontinuidad en la grafica. Se le denomina discon-
tinuidad por salto.

Funcién discontinua en X = 2

EJempLos 1.10 Analizar la continuidad de cada una de las funciones si-
guientes:

8) [0 =3

Analizando la fun-
cion se aprecia que no
se encuentra definida

en x=0 (no hay valores
en ese punto de la fun-
cion, por lo que no exis-
te grafica en ese punto).

Por lo tanto, la funcion
. . 1
es discontinua en x = 0. Gréfica de f(X) = ~
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x2-1
b)y = Xx+1
., A
La funcién no esta y

definida en x = -1 sim-
plificando la funcién:

1) x=1) _ . _
% (x-=1). N

Graficando se obtiene

1 | ‘ ] > X
una recta, donde en el 2 . 1 2
punto (-1, -2) se pre-
senta un «hueco».
» _ox2-1
Gréficade Yy = X+ 1
X+1lsix<l1
)h)=1"x " gix>1
A
Se dibujan ambos y
gréaficos de la funcion T
h(x). Se puede apreciar N
que «saltan» en x = 1, 3
se tiene que lim h(x) no 2l
existe, puesto que h(x) . /o o) =x
. h(x)=x+1

se aproxima a 2 por la ‘ ‘ / | | | X
izquierdayalporlade- ) ) ! 2 3

14
recha, lo cual la funcién
es discontinua en x = 1. T

. x+1six<l
Gréfica de h(x) = { X 2: x> 1
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EJercicios 1.3 Dibujar la gréfica y determinar la continuidad de las si-
guientes funciones:

1

1 f= | X*3sixzl 5900 =1 x si2 <X
' 13 six=1 F 9= ) .
¥ox2 =15 six=>2
_]2+x2 si0<x _ ] x si0<x<9
2 f(x)‘{z—xz six<0 6'y‘{o.gx 510 < X
[ x+3sixz1 ] Ix=2] six#2
3.f(X)—{4 six=1 7'f(X)_{1 six=2

3-X  si2<x
4.9(x) =1 V4-x? si-3<x<3 8_f(x):{

X+3 six<-2

VX +2 six>-2

—(x+2) si—2<x

1.4 La derivada

Gottfried Wihelm Leibniz (1646-1716), fildsofo y matematico aleman, e
Isaac Newton (1642-1727), fisico, matematico y astronomo inglés, son
considerados los pioneros de las ideas bésicas del célculo diferencial.
Leibniz, quien trabajé en diversas ramas del saber, realizdé su obra mas
importante en el desarrollo del célculo infinitesimal (1676), cuyos con-
ceptos expuso en Nuevo método para la determinacion de los maximos y
minimos. A Leibniz se le debe el nombre de célculo diferencial. Newton
trabajando en forma independiente y basado en el estudio del movimien-
to, llegé al concepto de derivacion; inventé su version del célculo para
explicar el movimiento de los planetas alrededor del sol. Actualmente se
utiliza en diversas disciplinas del conocimiento: Ciencias fisico-matema-
ticas, Ciencias econémico-administrativas, Ciencias Sociales, Ciencias
Bioldgicas, Ingenierias, etc. Los problemas mas comunes es el de calcu-
lar las orbitas de los satélites de comunicacion, predecir los tamafios de
poblaciones, estimar la rapidez con la que se elevan los precios, medir el
flujo sanguineo, etc.
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La idea medular del célculo diferencial es la derivada, que se consi-
dera una de las herramientas matematicas mas poderosas que tiene
infinidad de aplicaciones. En esta unidad se estudiara el concepto de
derivada, su interpretacion geométrica, y sus técnicas de derivacion.

1.4.1 Variacion de una funcion en un intervalo

Se considera una funcién y = f(x). Si la variable independiente x pasa de
un valor a hacia un valor b, entonces la variable dependiente y pasa de
un valory = f(a) aunvalory = f(b). La diferencia b —a se llama incremento
de x (Ax). La diferencia y = f(b) — f (a) recibe el nombre de incremento de
y, 0 también tasa de variacion de la funcion en el intervalo [a,b].

U rm ok

\ o f f0) 3

\
Il‘. 3 II,-'HI f@@ 1
N /
\@1 H sl a ? b
I I 2 b 0 1 2 3
3 2 1 Jo1 2 3
Ax=b-a=2 2t Ax=b-a=2
f(b)
f(6) - f(a) =8 - F(0) - f(a) = 2
Funcién f(X) = x2 @1 Funcién g(x) = X
a 2 b
1 0 1 2 3 ‘
Ax=b-a=2

f(b)-f(a) =1.73
Funcién h(x) = Vx

Tasa de variacién de cada funcién en el intervalo [a,b]
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1.4.2 Tasa de variacion media

Ya se ha visto que la tasa de variacion de una funcién da una primera
idea de la rapidez con que crece (o decrece) en un intervalo, aunque no
lo suficientemente precisa.

Asi, para comparar el comportamiento de una funcion en dos o mas
intervalos, es mejor calcular el crecimiento medio en cada uno de ellos (o
crecimiento por unidad). Este crecimiento medio recibe el nombre de
tasa de variacion media (t.v.m.) de la funcion y = f(x) en el intervalo [a,b],
y se obtiene como el cociente entre la tasa de variacion y la amplitud del

intervalo:
tvm [ap] = 1O 1@

b-a

\ o f 1) 3

\
Vo ,ff f@ 1
A
\e N
e 2 b . : e
-t s fb)-f(@ _ 2
-J(@a
tvm. = f(b)A_Xf(a) = % =4 : tvm. = T A "2 - 1
ol
f(b)
173
f(a) 1
a 2 b
1 0 ? : s :
b) - 1.73
o [O-@ 173 _

AX 2

tasa de variacion media (t.v.m.) en diferentes funciones
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1.4.3 Tasa de variaciéon instantanea: derivada

Si tenemos en cuenta que b es mayor que a, el intervalo [a, b] se puede
expresar como [a, a + h], siendo h un nimero real positivo, que represen-
ta la amplitud del intervalo. De este modo, la t.v.m. se expresaria segln la
férmula:

_ fa+h-f@

t.v.m h

Aungue la variacién media es importante, a veces lo es mas la va-
riacion en un momento determinado. (Por ejemplo, al departamento de
transito le importa mas la velocidad de un vehiculo al cruzar un determi-
nado punto que su velocidad media por hora; esta velocidad puntual es,
de hecho, una velocidad media entre dos puntos muy proximos; en la
practica es la que marca el velocimetro en un instante dado).

La tasa de variacion instantanea (t.v.i.) en un punto a seria entonces
la t.v.m. entre dos puntos a y a + h muy préximos. Se puede obtener
tomando intervalos [a, a + h] cada vez mas pequefios, o lo que es lo
mismo, haciendo que h tienda a 0.

Esta situacion se puede explicar de manera practica en forma
geométrica en el siguiente tema.

1.5 Interpretacion geométrica de
la derivada

El calculo se utiliza para encontrar la razén de cambio de una funcién. Si
la funcion en consideracion es no lineal, su razén de cambio con respec-
to a su variable independiente es también la pendiente de su gréfica,
medida en este caso por la pendiente de la recta tangente a la grafica en
el punto en cuestién. Puesto que la grafica no es una recta, su inclina-
cion, o razén de cambio, no es constante sino que varia de un punto a
otro. En el siguiente ejemplo se ilustra esta situacion.
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La grafica de la siguiente figura muestra la relacién entre el cre-
cimiento poblacional de Puerto Vallarta versus el tiempo t medido en
afos. Los datos se tomaron de acuerdo con los censos de poblacién y
vivienda del INEGI, donde muestra que la poblacién de la zona se
cuadruplico durante los ultimos 30 afios pasando de 63 316 habitantes
en 1970 a 253 669 en el afio 2000. Se determin6 que la tasa de creci-
miento poblacional es de 4.6% y se elaboré la gréfica.

Poblacion inicial P;(1970) = 63 316 habitantes P = Pelt
Poblacién final P;(2000) = 253 669 habitantes 253 669 = 63 31630

. . ~ ~ i 253 669
Tiempo transcurrido en afios t = 30 afios e30i = 63316

- L : 253 669 .
Tasa de crecimiento poblacional I = ? 30i=1In | eo3ais | - 1=0.046

P; = 63 316e0.046t

Funcién de crecimiento poblacional en Puerto Vallarta

Utilizar la gréafica para estimar la razén en la que P cambia con res-
pecto a t para los afios de 1980 (t = 10) y 2000 (t = 30).

300 000

250 000
139 080

200 000

bendionte = f(b) - f(a) _ 139 080 .
150 000 S endiente = = = =

1590

100 000t 46 250

NUmero de habitantes

507000 |

fb)-f(a) 46250
AX N 10

625

Pendiente =

-5 0 5 10 15 20 25 30 Tiempo en afios
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A partir de la gréfica anterior, se estima que la pendiente de la recta
tangente en el punto (10, 100 000), correspondiente a t = 10 (1980), es
aproximadamente 4 625. Es decir, cuando transcurren 10 afios a partir de
1970, la poblacién P en Puerto Vallarta aumenta a razén de 4 620 habitan-
tes por cada afio t.

En el punto (30, 253 500), la pendiente de la recta tangente es aproxi-
madamente 11 590, lo cual indica que cuando han transcurrido 30 afios,
la poblacién aumenta a razén de 11 590 habitantes por cada afio que
transcurre.

Con el andlisis anterior nos encontramos que los problemas de opti-
mizacion se pueden resolver y las razones de cambio calcularse, siem-
pre y cuando exista un procedimiento para hallar la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto determinado.

A continuacion se detalla dicho procedimiento con una interpreta-
cion geomeétrica. El objetivo es resolver el siguiente problema general:
dado un punto P(x, f(x)) de la grafica de una funcién f, hallar la pendiente

de la recta tangente a la gréafica en ese punto.
Y

-y 5 .
22 71 Ecyacion de la pendiente de una recta
X=X

m=

Como se mostré en el tema 1.1, para encontrar la pendiente de una
recta se necesita de dos puntos (x,, y,) y (x,, y,), para aplicar la ecuacion
de la pendiente m. Por lo tanto, para el analisis directo de la pendiente es
imposible, y es necesario emplear un método indirecto.

La estrategia es aproximar la tangente por medio de otras rectas
(secantes) cuyas pendientes puedan calcularse directamente. En par-
ticular se considera el primer punto P donde se genera la tangencia, y se
considera un segundo punto Q tomado a partir de una recta secante.

Ahora se tiene una recta secante sobre la curva que corta en los
puntos Py Q. Para definir la pendiente m de la recta tangente a una curva
en el punto P ubicado sobre la curva, se fija el punto P y se aproxima el
punto Q hacia P.
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Recta tangente
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Recta secante

f (Xl) /

f)

P(x, f(x))

— AX =X, —X

Qxy, f(x,)

%

Xy

Aproximaciones por secantes

Ahora, conforme el punto Q se mueve hacia P a lo largo de la curva,

la recta secante que pasa por P tiende a convertirse en recta tangente en

ese punto, y la longitud Ax tiende a ser cada vez mas pequefa, es decir,

Ax tiende a cero.

A
f (X) Recta tangente ‘H“\
\\Recta secante
\
T
7
¢ X ———p)
- AX ) > X
0

Este comportamiento se puede describir con mas precisién, como

sigue. Suponer que la curva es la grafica de una funcién f definida por

y = f(x). Entonces, el punto P con coordenadas P(x, f(x)) y para el punto
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Q(x,, f(x,)). Para determinar la pendiente de una recta tangente (deriva-
da), se requiere de estos 2 puntos.

Es aqui cuando se tiene la interpretacion geométrica de la deriva-
da, en donde la secante pasa ser una tangente, esto ocurre cuando el
punto Q se aproxima al punto P. El valor del incremento Ax también se
reduce hasta cero. Esto es:

sim= Y2~ %y entonces: M, = M
XZ - Xl Xl - X
f(x)-f(x)

donde X, - X=AX .. m_ = ———
1 sec AX

ahora: si X; — X = AX ; entonces: X, =X+ AX

_ [x+ AX) - f(x)

por lo que: M, = Ax

Para que la secante pase a una tangente, Q se aproxima a P, o lo
que es igual, que el incremento de x tienda a 0 (Ax — 0) y se calcule la
pendiente en el punto P.

+ —
i T0CH A9~ F(0)
Ax—0 AX

Ecuacién de la pendiente de una recta tangente a una curva y = f(X) en
cualquier punto de la misma (Derivada)

Los simbolos que se utilizan para indicar derivacion, son:

d df d
FO=y= g = o = 3¢ = Df(X) = DxXf(

EJempLos 1.11 Hallar la derivada de la funcién y = 4x2 + 2x — 4 y encontrar
la ecuacioén de la recta tangente a la grafica de la funcion cuando x = 1.
f(x+AX) - f(x)

a) Aplicando la definicién de la derivada lim —————————, se tiene:
Ax—0 AX
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i 4(X + AX)2 + 2(x + AX) — 4 — (4x? + 2x — 4)

AIXTO AX
- lim A2 + BXAX + AAXZ + 2X + 2AX — A — Ax2 - 2X + A
T Axs0 AX

. 8X + 4AX + 2 .
:Alm) % aplicando el limite cuando AX — 0 1@0 8X+4AXx+2=8x+2

D) Para hallar la pendiente de la tangente cuando X = 1, se calcula con f'(1)
pendiente de la tangente m = f’(1) = 8(1) + 2 =10
Para hallar la coordenada Y del punto de tangencia, se calcula con
f(1) = 4(1)? + 2(1) - 4 + 2 se emplea la formula punto-pendiente y =y, =M (X = X,)
conm =10y (x.,y,) = (1,2) para deducir la ecuacion de la recta tangente es:

y=10x-8

6l y=10x-8
m =10

Lacurvay = 4x2 + 2X — 4 y la recta tangente y = 10X — 8 cuando X = 1,
se tiene pendiente m = 10

EJercicios 1.4 En las siguientes funciones, calcular su derivada y encon-
trar la pendiente de la recta tangente a la curva para cada valor especifi-
cado en la coordenada x.

1. f(x)=3x2-3x+6;enx=1 2.f(X):%;enX:2.5
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3.y=x2—4;enx=2 4. f(x) = Vx;enx=9

5y 1'x3 6. f(X) =x3—x;enx=-2

. = ——,enX= . = —X;en X =—
Vx

7. f(x):%—x;enx: 8. f(x) = VX enx =4

2
1.6 Técnicas de derivacion

Con la ecuaciéon de la pendiente de una recta tangente a una curva

- - L e+ AX) - f(X)
y = f(X) en cualquier punto [A'!L"o A
la derivada de una funcion. Se pudo ver que hasta las funciones mas
sencillas este proceso de calcular su derivada es algo laborioso y con el
temor de caer hasta con pequefios errores. En esta seccion se estudiaran

algunas férmulas basicas que simplifican los procesos de la derivada.

se determin6 como hallar

1.6.1 Derivada de una potencia

La derivada de una potencia n (donde n es cualquier R), es igual a la
potencia n multiplicado por x, elevado a la potencia n menos uno.

Funcién Derivada
y =x" ﬂ — Xn—l
dx

EJempLo 1.12 Derivar cada una de las funciones siguientes:

1 1 14 112 11 1
=x2 = —x2 = —X2 2 = —x 2= 1
)y =x y=3 2% 27T e
1 3
b)y= @ =x3... y’:—3x-3-1:—3x4‘:—g

3 3 3_ 31 3
c) f(x) = \x® =x2 y’=§x21:§x2:§\/;
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d) (9 = j—; =x2
f’(x) = _%x_%ié :_%X_%
’ - 1_ - 1
P R

1.6.2 Derivada de una constante k

La derivada de una funcién constante k, es igual a cero. Esto se debe a
gue la grafica de una funcién constante y = k es una recta horizontal y su
pendiente es cero.

Funcién Derivada

f) =k f'x)=0

Por ejempilo, si f(x) = -4, entonces f’(x) =0

1.6.3 Derivada de una constante por una funcion

La derivada del producto de una constante por una funcién es igual al
producto de la constante, por la derivada de la funcién.

Funcién Derivada

y=kx" |y =k:-nxl

EJempLo 1.13 Derivar cada una de las funciones siguientes:
a)y=3x°
y’ =3 . 5x5>1=15x4

b) () =5 ¥
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f(x) = 5x

2y 2.3 10 -1 10 10
ffX)=5(3)x3 3= —x3=—1=—/—
(3) 3 3xs  3Vx

1.6.4 Derivada de una suma o resta de funciones

La derivada de la suma o resta de funciones, es igual a la derivada de
cada uno de sus términos con respecto a la derivada de su variable inde-
pendiente.

Funcién Derivada

f)+9(x) -ht) | () +g'(x)-h(x)

EJempPLos 1.14 Derivar cada una de las funciones siguientes:
a)y=3x2-5x+3 y =3(2)x* 1 -5(1)x*-1+0=6x-5
b) f(x) =x2+ 3x° () = 231 + 3(5)x5t = 2x + 15x4
C) f(x) =5x3—4x2+12x -8
f/(x) =5(3)x>1 — 4(2)xt + 12(1)x:-1 -0 =15x2 - 8x + 12

3
d)y=5Yx¢— = +8=5xh —3x%+8
VX

, 4 4_3 1 1 2

y:[§]5x3 3—[—5)3x2 2 +0
20 1 3 3

'= —X3 + =X 2

y 3 X3+ 5X

, 203 3

y= 2% s

N
3
w
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1.6.5 Derivada de un producto

La derivada de un producto de dos funciones es igual a la primera fun-
cién, multiplicada por la derivada de la segunda funcién; mas la segunda
funcion, multiplicada por la derivada de la primera funcion.

Funcién Derivada

f¥) - 9(x) f(¥) - g'¥) +909 - F'(x)

EJempPLo 1.15 Derivar cada una de las funciones siguientes:

a)y=x2(3x+1)

y =x2(3) + (3x + 1)2x

y = 3x%+ 6x% + 2x y = 9%+ 2x

b) f(x) = (x+2) (x-1)

frx)=x+2)1)+x-1) Q1)

ff)=x+2+x-1 fF)=2x+1

1.6.6 Derivada de un cociente

La derivada de un cociente de funciones es igual al denominador por la

derivada del numerador; menos el numerador por la derivada del deno-
minador, todo dividido por el cuadrado del denominador.

Funcion Derivada

f&) 909 - - () - g'(¥)

——= donde g(X) # 0

9() [9)I?
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EJsempLo 1.16 Derivar cada una de las funciones siguientes:

X2+ 2x-15 L (@+2x-15) (1) - [(x=3) (2x+ 2)]
R (x—3)
X2+ 2x-15-2x2-2x+6Xx+6 _ -x2+6x-9 —(x-3)2 _ 1
- (x=3)2 T (x-32 T (x-3)2
_ - ©@=-2) (@) - [0) @0)]
b) f)= %5 f®= (- 2)
o -2-2 L -2
f(t)—w f(t)_(tz—_z)z

1.6.7 Derivada de una funcion, toda elevada a una potencia n
(regla de la cadena)

Es igual a la potencia, multiplicada por toda la funciéon elevada a la po-
tencia menos uno; asimismo, multiplicada por la derivada de la funcion.

Funcion Derivada

[Feol | nefo0mt (%)

EJjempLo 1.17 Derivar cada una de las funciones siguientes:
a) f(x) =(2x*-x)? y =3(2x* - x)? (8x — 1)
y = (24x - 3) (2x* — x)?
b)y= e +3x+2
y’:%(x2+3x+2)—%(2x+3) ! 2x+3

Y= g/
3V(x2 + 3x + 2)2

EJercicios 1.5 En los siguientes problemas, calcular la derivada de las
siguientes funciones por medio de técnicas de derivacion.
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(]

3. f() =V + \/ix_g 4.y=(x5-5x) (2x +1)
5.g(x):3W+é—\/Z 6. f(x) = zzi
7.y:—%+x%+i§+)§+\/§+&32 8.f(x):§+(2x)-l

9. g(x) = 400 (15 - x2) (3x - 2) 10. f(x) = \/ 0 +x+ 47 i+ 4y?

También se puede utilizar la derivada como razén de cambio a pro-
blemas reales.

EJempPLO 1.18 La venta (en millones de pesos) de un articulo de moda t
afios después de su lanzamiento al mercado esta dada por la siguiente

funcién:
10t

ventas (t) = Y

a) Hallar la razén con que cambian las ventas en el instante t.

b) ¢ Con qué rapidez cambian las ventas desde el momento del lanza-
miento del articulo hasta después de 4 afos (cuando deja de pasar
de moda) de su lanzamiento al mercado?

a) La razon con la cual cambian las ventas en el instante t estd dada por la derivada de

ventas (t) V(t) = -10(* - 1)
(tZ + 1)2
b) La razén de con qué inician las ventas al momento de colocar el producto en el mercado
esta dada por v(0) = -10(0? - 1) =10
(02 +1y

Es decir, aumenta a razén de $10 millones por afio. Cuatro afios después del lanzamien-

to, las ventas cambian a razén de
1042 -1) _ 150 _ o

V=" r e T 289
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Es decir, disminuye a razén de $510 000 por afio.

Millones de dolares

f f f f f f — Afos
0 1 2 3 4 5 6 7

Gréfica de la funcién ventas (t). Después de un inicio espectacular, al afio,
las ventas comienzan a decaer

EJercicios 1.6 Resolver los siguientes ejercicios:!

1. Funcién de demanda. La funcion de demanda del reloj de pulso

Sicard esta dada por
dx) = %’ en0<x<20

Donde x (medido en unidades de millar) es la cantidad demandada

por semana y d(x) es el precio unitario en ddlares.
a) Hallar d’(x).
b) Hallar d’(5), d'(10) y d’(15) interpretar los resultados.

2. Crecimiento de poblacién. Una gran empresa construye un com-
plejo de casas, oficinas, tiendas, escuelas e iglesia en un terreno de
4 325 acres (1 750.27 ha) en la comunidad rural de Glen Cove. Como
resultado de este desarrollo, los planificadores han estimado que la po-

1 Ejercicios tomados de: Soo Tang Tan (2005). Matematicas para Administracion y Eco-
nomia. México: Thomson.
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blacién de Glen Cove (en miles de habitantes) dentro de t afios estara

dada por
25t2 + 125t + 200

PO = 51+ 0

a) Calcular la raz6n de cambio de la poblacién de Glen Cove con res-
pecto del tiempo.

b) ¢ Cual sera la poblacién después de 10 afios? ¢ Con qué razoén es-
tard aumentando la poblacién cuando t = 10?

1.7 Andlisis marginal

Como se ha mencionado anteriormente, el calculo es una herramienta
matematica de gran importancia y tiene una infinidad de aplicaciones en
diferentes disciplinas del conocimiento, como lo es Economia.

Marginal significa «extra», «adicional» o «un cambio en». La mayor
parte de las elecciones o decisiones econdémicas ocasionan cambios en
el statu quo. En un mundo de escasez la decision de obtener el beneficio
marginal con alguna eleccion especifica, incluye el costo marginal de
privarse de algo adicional.

Sea x el nimero de unidades de algin bien de consumo. En Econo-
mia se usan frecuentemente las funciones C’(x), R(x), y U(x) que reciben
nombres especiales de costo marginal, ingreso marginal y utilidad mar-
ginal respectivamente, y se definen a continuacion:

El costo total se define como la suma de los costos fijos mas los
costos variables.

Costo total: C(x) = C, + C..cc

El costo promedio ¢, se define como el costo total dividido entre el

numero de unidades producidas.

C(¥) : y .
c(x) = — - costo promedio de produccién de una unidad
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Se define como costo marginal al cambio (raz6n de cambio) en el
costo total debido a un incremento de unidad en la produccion, y se re-
presenta como la derivada del costo total. También se representa como
el costo extra unitario por cada unidad producida de mas.

C’(X) = costo marginal

La percepcion por la venta de x unidades se define como el ingreso
R(x), y serd, el precio por unidad multiplicado por la cantidad de unidades
vendidas:
R(x) = px = ingreso

Se define como ingreso marginal al cambio (razén de cambio) en el
ingreso total debido a un incremento de unidad en la venta, y se repre-
senta como la derivada del ingreso total:

R’(X) = ingreso marginal

La utilidad es definida como la diferencia entre el ingreso total menos
el costo de produccidn, y se representa mediante la siguiente ecuacion:
U(x) = R(X) — C(x) = utilidad

Existen mas conceptos marginales que se presentan en el analisis
econémico.

EJempLo 1.19 En Talpa de Allende, un productor de rompope tiene un
costo fijo (renta, luz, agua, mano de obra, etc.) mensual de $20 000 pe-
so0s, un costo de produccion de $15 por botella y un precio de venta de
$25 por unidad.
a) Calcular C(x), c(x), R(x) y U(x).
b) Determinar los valores del inciso (a) para una produccién de 1 500
botellas.
c) ¢, Cuantas botellas deben elaborarse y venderse para no salir per-
diendo?
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a) El costo de produccion de X unidades es 15X. Como hay ademas un costo fijo mensual
de $20 000, el costo mensual para X unidades es:
C(x) = 15x + 20 000,

Asi mismo, para el costo promedio es: C(x 20 000
c(x)=—f()=15+

X
Ingreso por la venta de X botellas a $25 cada una: R(X) = 25x
y la utilidad en la elaboracion de X botellas de rompope es:
U(x) = R(x) — C(x) = 25x — (15x + 20 000)
U(x) = 10x — 20 000

b) Sustituyendo el nimero de botellas X = 1 000 en las funciones anteriores,
C(1500) = 15(1 500) + 20 000 = 44 500 costo total de fabricacion de 1 500 botellas
c(x)=15+ 1500 - 28.33 costo promedio de fabricacion por botella
R(1 500) = 25(1 500) = 37 500 ingreso total por la venta de 1 500 botellas
U(1 500) = 10(1 500) — 20 000 = -5 000 utilidad total de 1 500 botellas

En la produccion y venta solo de 1 500 botellas de rompope, el fabricante se enfrentara
con una pérdida en las utilidades de $10 000. Nétese que el fabricante tendria una pérdida de
$5 000 por mes, si se fabrican y venden solamente 1 500 unidades.

c) Para evitar pérdidas, se iguala la funcién a cero utilidad, es decir 10x — 20 000 = 0.

Resolviendo para X: 20 000

X = T =2000

Entonces, para salir en «tablas» (sin ganancias y sin pérdidas), el productor lograra el

punto de equilibrio en la produccién y venta de 2 000 botellas de rompope al mes.

EJercicios 1.7 Resolver los siguientes ejgrcicios de andlisis marginal:
1. La ecuacién C(x) = 1’500 000 + 2)(_0 representa el costo en la pro-
duccién de x unidades, que determinada fabrica vende segun la siguien-
te ecuacion de demanda:
X =200 000 - 10p
a) ¢ Cual es el costo promedio de producir 10 000 unidades?
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b) ¢Cual es el incremento promedio en los costos, si se pasa de
10 000 a 12 000 unidades producidas?

c) ¢,Cual es el costo marginal al producir 10 000 unidades?

d) ¢ Cual es el ingreso marginal al vender 10 000 unidades?

2. Razon de cambio de las funciones de costo.? Supdngase que el
costo total por semana, en dolares, de produccion de x refrigeradores
por la compafiia Polaraire esta dado por la funcién del costo total

C(x) = 8 000 + 200x — 0.2x2
a) ¢ Cual es el costo real de la produccion del refrigerador 2517?
b) ¢ Cudl es la razén de cambio del costo total con respecto de x cuan-

do x = 250?

¢) Comparar los resultados obtenidos en a 'y b.

3. Funcién de costo marginal.® Una subsidiaria de la compafiia
Electra fabrica una calculadora de bolsillo programable. El costo total
diario de produccion de las calculadoras programables esta dado por
C(x) =0.0001x3 - 0.08x? + 40x + 5 000 ddlares, donde x representa el nime-
ro de calculadoras producidas.

a) Hallar la funcién de costo promedio.
b) Hallar la funcién de costo promedio marginal cuando x = 500.
c) Trazar la gréfica de la funcién de costo promedio.

4. Funcion de ingreso marginal.# Suponer que la relacién entre el
precio unitario p en doélares y la cantidad de demanda x del sistema de
sonido de Acrosonic esti dada mediante la ecuacion

p=-0.02x + 400 en 0 < x <2000
a) Hallar la funcion de ingreso R(x).

2 |bidem.
3 |bidem.
4 lbidem.
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b) Hallar la funcién de ingreso marginal R’(x).
¢) Calcular R’(2 000).

5. Funcion de utilidad marginal.> Con base en el ejercicio 3, suponer
que el costo de produccién de x unidades del sistema de sonido modelo
F de Acrosonic es C(x) = 100x + 200 000 ddlares.

a) Hallar la funcién de utilidad U(x).

b) Hallar la funcién de utilidad marginal U’(x).

c) Calcular U’(2 000).

d) Trazar la gréafica de la funcion de utilidad U(x).

1.8 Derivadas de orden superior

En el estudio de la derivada se analiz6 la rapidez con que se incrementa
el nimero de habitantes por afio en Puerto Vallarta (razén de cambio).
En esta seccion se analizara la razon de cambio de otra razon de cambio
de una funcion. En problemas de fisica, se sabe que la aceleracion es la
derivada de la velocidad y ésta a su vez, es la derivada de la distancia
con respecto al tiempo. Las unidades producidas en un tiempo t es la
derivada de la funcion del rendimiento de un trabajador.

La razon de cambio de una funcion f(x) con respecto a x esta dada
por su derivada f’(x). De igual manera, la razén de cambio de la razén
de cambio f’(x) est&4 dada por su derivada f”(x). A esta accion de calcu-
lar la derivada de la derivada, se le conoce como la segunda derivada
de la funcién. Usando la notacion de Leibniz para representar la segun-
da derivada d?y

dx?

Esta segunda derivada es de orden superior. Se pueden calcular

derivadas de cualquier orden, como se comentd anteriormente: la se-

5 |bidem.
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gunda derivada es la derivada de la primera derivada, la tercera deriva-
da, es la derivada de la segunda derivada,..., la n-ésima derivada, es la
derivada de la n-ésima — 1 derivada, y asi sucesivamente.

La segunda derivada se utilizara en la segunda unidad, para deter-
minar la concavidad o convexidad de las graficas (maximos o minimos).

Las siguientes son las derivadas de orden superior y sus notacio-
nes:

primera derivada de una funcion: y’, f'(x), 3—2’(

2
segunda derivada de una funcion: y”, f”(x),%

3
tercera derivada de una funcién: y””’, f”’(x),%

” d (n-ésima -1) y
’ f (X)v dx (n-ésima -1)

44

(n-ésima — 1) derivada de una funcion: y

" d(n—e’sima) y
o 17 (), ~gxnesimay

44

(n-ésima) derivada de una funcién: y

En seguida se presentan unos ejemplos acerca de las derivadas de

orden superior.

EJsempLo 1.20 Hallar la segunda y tercera derivada respectivamente de
las siguientes funciones:

1. f(x)=5x*-3x2-3x + 7 f'(x) = 20x3 — 6x — 3
f”(x) = 60x? -6 f”(x) = 120x
_ 1
2.y= 2 + 1)2 y = (X2 + 1)2 aplicando la regla de la cadena

Yy = =2(x2 + 1)73 (2xX) = —4x(x2 + 1)73  y” = 12x(x% + 1) (2x) = 24x3(x% + 1)~

192x3

Y= 96K + 1) (2) = 192X + 1y° =~ o
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5x +
(x +1)?

3. f(¥) =

= (5x + 3) (x + 1)~2 aplicando la regla del producto:

2(5x + 3) . 5
Co(x+1)® 0 (x+1)2

f/(x) = (5x + 3) [-2(x + 1)2 ()] + (x + 1)2 [5] =

—2(5x+3) +5(x+1) -10x—-6+5x+5

f/(X) = (X + 1)3 (X + 1)3
f'(x) = (—)(5)-:- _1)13 =_ ((ix+_1;2 aplicando la regla del cociente:
F/(x) = — (x+1)°(5) = [(Bx+ 1) 3 (x+ 1)7] _ 10% +18x + 6x - 2

[0+ 2] (x+1)°
aplicando la regla del cociente:

(x + 1)8 (30x2 + 36x + 6) — [(10x3 + 18x2 + 6x — 2) 6 (x + 1)°]

709 =

[(x + 1)°]2
e O 1)5 [(x + 1) (30%2 + 36x + 6) —6 (10x° + 18x2 + 6x —2)]
f7'(x) = X+ D)2
F1(3) = -30x3 —42x2 + 6x + 18

(x +1)7

EJempPLo 1.21 En una maquiladora de pantalones, se realiz6é un estudio
de eficiencia y se determiné que un empleado promedio desde su llega-
da ala planta (7:00 a.m.), hasta su salida (15:00 hrs.), maquila (produce)
P(t) = -2t% + 6t2 + 20t pantalones, después de un intervalo de tiempo t.
a) ¢, Cual sera el rendimiento del empleado 2 horas después de su
llegada (9:00 a.m.)?
b) ¢ Cual es larazon de cambio del rendimiento del empleado, las 10:00
a.m.?

a) La funcién de rendimiento es la derivada de la funcién de produccién, con lo cual se tiene

P/(t) = 612 + 12t + 20

donde a 2 horas después de su llegada P’(2) = —6(2)? + 12(2) + 20 = 20
pantalones produccidos a las 9:00 a.m.
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60+

55

50+

Pantalones producidos

15

104

45

401

354

304

25

20+

53

f f f f Horas

o1

P(t) = =2t + 6t2 + 20t funcién de produccién de la maquiladora

b) La razén de cambio (derivada) del rendimiento de un empleado es la segunda derivada

de la funcién de produccion

Rendimiento por trabajador

P(t) = -12t + 12

T T iy Horas
3!

P’(t) = —6t2 + 12t + 20 funcién de rendimiento de un empleado promedio

Alas 10:00 a.m. (t = 3), la razén de cambio del rendimiento es:

Q”(3) =-12(3) + 12 = —24 pantalones
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El signo menos indica que el rendimiento del empleado disminuye a razén de 24 panta-
lones a las 10:00 a.m. El empleado ve disminuido su desempefio 3 horas después de haber

llegado, esperando la hora de la comida (12:00 horas).

0 1 2
x=3 y =-24.06

Pendiente de la recta tangente en X = 3 es m = -24

EJercicio 1.8 Resolver el siguiente ejercicio:
1. Estudio de eficiencia. Un estudio de eficiencia del turno matutino
en cierta fabrica revela que un trabajador promedio que llega al trabajo a
las 8:00 a.m. habra producido Q(t) = —t3 + 8t2 + 15t unidades t horas mas
tarde.
a) Calcular la tasa de produccion del trabajador a las 9:00 a.m.
b) ¢ A qué razén cambia la tasa de produccién del trabajador con res-
pecto al tiempo a las 9:00 a.m.?

1.9 Derivadas de funciones exponenciales

El nimero e, tiene diversas aplicaciones de las matematicas (ingenieria,
biologia y economia), desde determinar el crecimiento de bacterias en
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un cultivo, el pago de un crédito a una tasa de interés compuesto conti-
nuamente, el crecimiento poblacional de una localidad, etc. El valor e se
obtiene con la siguiente ilustracion:

Por lo general, cuando se pide prestado una determinada cantidad
p, con una tasa de interés del i % anual, el pago p; al final del afio sera

P:=p+h- i pago final = prestamo inicial + interés del pago inicial
Pe=p (1 +10)

El interés que se paga en esta ecuacion se le denomina interés
simple.

Ahora, si durante el tiempo de un préstamo, el interés resultante se
suma al capital y al mismo tiempo estd nueva cantidad genera interés
por si mismo, se le denomina interés compuesto.

Las tasas de interés por lo general se definen en cortos plazos de
30 dias, tres, seis 0 nueve meses. Por ejemplo, si se pide prestado
pi = 100 con una tasa de interés del 21% compuesto en 4 periodos anua-
les (trimestralmente), la cuenta al final del primer periodo trimestral sera
100[1 + OTZl =100(1.0525) = $105.25, donde 0% representa el interés
durante el periodo.

El monto que habra en la cuenta al final del segundo trimestre sera

[100(1.0525)](1.0525) = 100(1.0525)? = $110.77

Continuando con el tercer periodo, la cuenta sera de

100(1.0525)% = $116.59

Asi, los intereses se van integrando al capital en cada fin de perio-
do, hasta llegar al n-ésimo periodo, es 100(1.0525)"

Esta relacion se interpreta de la siguiente manera;:

i \n
P; =P [1 + E}] donde: M = periodo de inversién

= ndmero de periodos
Si t es el numero de afios de inversion, entonces el numero de pe-
riodos de interés es n =mt

i mt
i)
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Asi como el interés se compone en diferentes periodos al afio (men-
suales, trimestrales, semestrales, etc.), ahora se analiza qué sucede si
se compone continuamente (dias, horas, segundos, décimas de segun-
dos, etc.). Aqui el valor de los periodos se incrementa sin limite (m — ).
La relacién queda

Si el numero de periodos crece sin limite, entonces la relacion
X

1 -
[1 +3 ] donde x — == toma los siguientes valores

X 1 10 100 1 000 10 000 100 000 | 1 000 000

1\%
[1 + —J 2 2.5937 | 2.7048 | 2.7169 | 2.7181 2.7183 2.7182

En el siguiente tabulador se aprecia que a medida que x tiende sin

X
limite, la relacién [1 +5 tiende a un valor finito, que se representa me-
diante el simbolo e. De esta manera, la relacion del interés compuesto

gqueda indicada como
P = pe"

Para estudiar los planes de inversion que una cuenta de ahorros
generara, es importante conocer la tasa el cual reditla interés a la inver-
sion, el tiempo en que se mantiene el depésito en la inversién, asi como
el capital inicial que se desea invertir en el tiempo cero t = 0.

En la siguiente grafica se ilustra como el capital se incrementa rapi-
damente, conforme avanza el tiempo. Permite observar el comportamiento
del capital cuando se hace una inversion de $20 000.00 que reditda el
12% de interés compuesto continuamente.
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Al inicio la rapidez de cambio en t =0 es de $20 000.00, al cabo de 10
afios la rapidez de incremento en el capital es de $66 402.33 y esta rapi-
dez se sigue incrementando conforme pasa el tiempo, puesto que crece
de manera exponencial.

100 000 +

90 000+

80 000+

70 000+

60 000+

Capital

50 000+

40 000

30 000+

20000

10 000+

y = 20 000g012:

8 10

12

» X Tiempo en afios

Gréfica de la funcion y = 20 000012t

Para analizar los modelos matematicos que contienen funciones
exponenciales y logaritmicas se tiene las reglas de derivacién de cada

funcién.

La derivada de una funcién exponencial con base en e es igual a la

misma funcion.

Funcién Derivada
f(x) = e f'(x) = e
ef(x) ef ) f’(X)
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EJsempLo 1.22 Calcular la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones:

a) f(x) = x%e* usando la regla del producto
f/(X) = x(e¥) + eX(2x) = xeX(x + 2)
b) o(t) = (et + 2)*
3 1
g(t) =5 +2)2(¢)
, 3et V(et+ 2)
g==—"
C)y=e* y =e*(2) y' = 2e*
d)fe=ed  fR=e-3) [()=-3e>
e) g(x) = e2t™t g’(x) = e2**t (4t + 1)
f) Si V(t) dblares es el valor de una maquinaria t afios después de su
compra, entonces V(t) = Ce %15t donde C es el costo del equipo al
adquirirlo. Si el equipo se compré en $10 000.00 ¢, Con qué rapidez

cambiard el valor contable de la maquinaria dentro de 4 afios?

La depreciacion dentro de t afios sera
V(t) = 10 000g-0-15t
V’(t) = 10 000(-0.15)e—015t
= -1 500e-015t

Por lo que, la razén de cambio del valor contable de equipo dentro de 4 afios sera
V/(4) = -1 500e015(4) = —823.21

Esto quiere decir que disminuye a razén de $823.21 al cuarto afio, aproximadamente.
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Ahora se analizan las derivadas de funciones logaritmicas (hay qué
saber que la operacion inversa de e es el In).

Funcién Derivada

fo=mnIxl | o :%dondeX;tO

Calcular la derivada de cada una de las funciones siguientes:
1. f(x) = x In x por la regla del producto: f'(x) =x(3) +Inx (1) =1+ Inx

1-Inx
X2

/ -

Inx o XC) =)

2.y= X X

EJercicios 1.9 Resolver los ejercicios de las funciones exponenciales y
logaritmicas siguientes:

1. Uso de Internet.6 Segun la Internet Society, las conexiones a la
red estan proliferando a una razén cada vez mas creciente. El nimero de
computadoras huésped (en millones) se estima en N(t) = 3.45e%%4 en
0<t<6entafios (t =0 corresponde al principio de 1994).

¢, Con qué rapidez aumento la cantidad de computadoras huésped
al principio de 19967? ¢ Y de 2000?

2. Interés compuesto. Suponer que se piden prestados a una casa
crediticia $135 335.00 a una tasa de interés del 25% compuesto continua-
mente, ¢ Cudl es la cantidad que se debe liquidar en el transcurso de 8
afos?

6 |bidem.






UNIDAD I
Aplicacion de la derivada

2.1 Introduccién

El hecho de que la interpretacion geométrica de la derivada es la pen-
diente de la recta tangente a la gréfica de una funcién en un punto deter-
minado es muy Util para el trazado de las graficas de funciones. Por
ejemplo, cuando la derivada es cero para un valor dado de x (variable
independiente) la tangente que pasa por dicho punto tiene pendiente
Cero y en consecuencia, es paralela al eje x. También, se pueden esta-
blecer los intervalos en los que la gréafica esta sobre o debajo de la tan-
gente.

Para cualquier empresa que se maneja bajo la economia de mer-
cado, su objetivo central es el de maximizar utilidades y minimizar cos-
tos. Es aqui, en el que, una de las aplicaciones del calculo diferencial es
la de optimizar funciones para incrementar utilidades de venta o reducir
costos de produccion.

Por ejemplo, si se tiene una funcién de utilidad de venta U(x) de
determinado producto y se desea conocer el precio 6ptimo de venta (coor-
denada x) para obtener una maxima utilidad. Para ello habra que definir
el precio donde oscilara el producto, entre el mas econémico y el mas
caro (intervalo de x). La funcion se representa mediante la gréafica de
utilidad versus precio de venta del producto.

[61]
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ux) 4

Utilidad maxima (y) —

y=U(x)

—9—— m=0
p Precio (X)

Precio 6ptimo de venta (X)

Se puede apreciar que el precio 6ptimo de venta es aquel cuando la
coordenada de precio-utilidad, coincide con la parte mas alta de la grafica.

En este ejemplo relativamente sencillo, la cima de la gréafica puede
caracterizarse en términos de rectas que son tangentes a la gréafica. En
particular, la cima es el Unico punto de la grafica en el cual la recta tan-
gente es horizontal, es decir, donde la pendiente de la tangente es cero.
Alaizquierda de la cima las pendientes de las tangentes son positivas, y
viceversa.

En la mayor parte de los problemas practicos de optimizacién, el
objetivo consiste en hallar el maximo o el minimo absoluto de una fun-
cion dentro de algun intervalo.

2.2 Maximos y minimos en intervalos cerrados

Una funcién posee un valor maximo y un valor minimo (valores absolu-
tos) dentro de un intervalo cerrado [a, b]. El maximo absoluto de una
funcioén en un intervalo es el valor mayor de la funcién en dicho intervalo.
El minimo absoluto es el valor menor de la funcién.
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Con frecuencia los valores absolutos coinciden con los valores ex-
tremos o en los puntos criticos, pero no siempre. Por ejemplo, en la si-
guiente figura, en el intervalo cerrado [a, b], el valor maximos absoluto se
encuentra en un valor extremo del intervalo x = a, no asi el valor minimo
absoluto que se encuentra entre los valores extremos a < x < bh.

y 4
@ valor maximo de f(X)
y=f(
L]
L -
valor|minimo de f(X)
» X
0 a intervalo cerrado B

Como se analiz6 en la figura anterior, un valor absoluto se puede
localizar dentro del intervalo o en sus puntos extremos. Estos se pueden
localizar dentro del intervalo a < x < b en los puntos de inflexién (puntos
criticos) de la grafica o en los extremos (valores extremos) de dicho inter-
valox=ayx=h.

y A y A
Méaximo absoluto en

un punto critico
Py Maximo absoluto en
[} ° un valor extremo

y=fx) y=fx)

Minimo absajuto en Minimo absoluto en un punto
un punto critico - P
critico y en un valor extremo

» X

0l a b " 0 a b
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A continuacién se analizara como calcular los valores absolutos de
las funciones en intervalos tanto cerrados como abiertos.

2.2.1 Maximos y minimos en intervalos cerrados

Para ilustrar con un ejemplo se realiza paso a paso el siguiente procedi-
miento sencillo en la funcién f(x) = —x® — 3x2 + 9x + 3 para localizar e
identificar sus valores absolutos en el intervalo cerrado [-4, 0].

Primeramente se deriva la funcién f(x) e iguala a cero para definir
los puntos criticos en el intervalo [-4, 0].

f'(x) =-3x2-6x+9
—3x% —6x + 9 = 0 factorizando se tiene:
(3x-9) (x-1)=0
X= % = —3 primer punto critico

X = 1 segundo punto critico

Una vez determinado, los valores criticos se calculan para f(x) los
valores x =-3 y x = 1 asi como los valores extremos del intervalo x=-4y
x=0.

F(-4) = = (-4)? -3(-4) + 9(-4) + 3= -17
f(=3) = - (-3)* -3(-3)2 + 9(-3) + 3 = 24
f(0) =-(0)3-3(0)2+9(0) +3=3
f(1)=-(1)3-3(1)>+9(1)+3=8

Se seleccionan los valores mayor y menor de f(x) obtenidos anterior-
mente. Estos seran el maximo y el minimo absolutos, respectivamente.

Comprobando estos resultados se concluye que el minimo absolu-
to en el intervalo [-4, 0] es en la coordenada (-3, —24) por ser el de menor
valor. El maximo absoluto seria x = 1, y = 8, pero la coordenada x = 1 se
encuentra fuera del intervalo [-4, 0], por lo que, pasa al siguiente con
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mayor valor x = 0, y = 3 que sera el maximo absoluto. Esto se puede
observar en la siguiente grafica:

~ o
L
T =

Méximo absoluto
i

<

e o
@
I

s e e e e B BB B B B B B B B B

Ml’nimo:\bsoltﬁgi
EJercicios 2.1 Encontrar el maximo y el minimo absoluto de la siguientes
funciones en los intervalos especificados.
1. f(x) =2x3 + 6x2 + 2; en [-3, 1]
2. fx)=x-2%5en[-22]

2.2.2 Maximos y minimos en intervalos abiertos

Cuando se desea calcular los valores absolutos en un intervalo que no
es cerrado, se utiliza un procedimiento diferente al anterior, puesto que
no se sabe con certeza si la funcién en dicho intervalo contenga un valor
maximo, un valor minimo o ambos.

Por otra parte, si el intervalo es cerrado por la derecha o cerrado por
la izquierda, se tendra un valor absoluto en dicho extremo.

En las siguientes figuras se ilustran dos posibilidades de funciones
en intervalos abiertos.
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P Maximo absoluto

-
Minimo absoluto

» »

L L4
Intervalo abierto (0, +o) Intervalo cerrado por la derecha [0, +co)

Para encontrar los maximos y minimos de una funcién continua en
un intervalo abierto, se deriva f(x) y se determinan los puntos criticos, asi
mismo, si existen los valores extremos pertenecientes al intervalo.

Se puede determinar los valores extremos de f(x) dentro del inter-
valo a través del concepto de la segunda derivada.

Se deriva f’(x) y se sustituyen los puntos criticos. Si el resultado es
mayor a cero (f”(x) > 0) el punto critico es un minimo. Si el resultado es
menor a cero (f”(x) < 0) el punto critico es un minimo. También se deter-
mina dibujando la gréfica.

EJempLo 2.1 Hallar el maximo y el minimo absolutos (si existe) de la fun-
. 1
cion f(x) = 2 txen (0, + o)
Se deriva f (X) y se iguala a cero para determinar los puntos criticos
, 2
f)=-"5+1
2
e +1=0
3
x =32

X = 1.25 punto critico
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Como solamente se tiene un punto critico y no se cuenta con algun
valor extremo, se define su valor absoluto con el criterio de la segunda
derivada.

f7(x) = % sustituyendo el punto critico:

f’(1.25) = ﬁ =2.45 > 0 por lo que este valor es un minimo

También se puede determinar su valor absoluto con la grafica de la
funcién.

Minimo absoluto

Minimo absoluto en el intervalo (0, +o0)

EJercicios 2.2 Encontrar el maximo y el minimo absoluto (si existen) de
las siguientes funciones en los intervalos establecidos.

1
1.y = +x%enelintervalo (—o, =) 4.y =-x?+ 3x; en el intervalo X > 0
X

X—2

+ 3; enelintervalo X > 3

2. f(x) =

; en el intervalo X > 0 5. f(x) =
(x2-4) X+3

3. y =3 enelintervalo (-2, 2) 6.y= en el intervalo (—oo, o)
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2.3 Aplicaciones en
las areas econdmico-administrativas

En el tema 1.7 se manejaron funciones de analisis marginal, en la cual
se le asignaron letras para representar las funciones de costo marginal
con C’, ingreso marginal R(x), utilidad marginal U(x), etc. En este tema se
estudiard cémo plantear funciones matematicas (asignandole una letra
para representarla) de problemas comunes dentro del area econdémico-
administrativas, resolverlas y poder encontrar soluciones éptimas.

En algunos problemas es necesario modelar f(x) que se quiere op-
timizar y ésta se expresa en términos de dos variables.

Posteriormente se define el intervalo o periodo donde oscilara la fun-
cién f(x) que se representa en el eje de las x, donde la funcién tendra una
interpretacion practica sélo cuando la variable esta en cierto intervalo.

Una vez que se tiene la funcion f(x) definida en un intervalo, para
optimizarla se le da solucidn con las técnicas matematicas de derivacion
gue se analizaron en temas anteriores.

EJEmpLOs 2.2 Resolver los siguientes problemas practicos de optimi-
zacion.

1. Se desea construir cajas sin tapas a partir de una pieza cuadrada
de material de a x a cm de lado, cortando cuadrados iguales de las cua-
tro esquinas y doblando los lados hacia arriba. Determinar la longitud del
lado del cuadrado que se debe cortar para obtener una caja cuyo volu-
men sea el mayor posible.

Se calcula el volumen de un sélido que es el producto de ancho, largo y alto:

Volumen = largo x ancho x alto
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X
|
|
|
|
[
I Para la figura tenemos que:
[
largo = (a - 2x)
X
,: _ ancho = (a — 2x)
X

alto = x

a-—2x

<— a-2x

El volumen de la caja esta definido en funcion de X:
V(X) = (a-2x) (a—2x) x
=(a-2x)%x
= a’ —dax? + 4¢3
donde el corte de las esquinas se encuentra en el intervalo 0 < X < Y%a
Derivando la funcion del volumen con respecto a X, e igualando a cero para determinar
sus puntos criticos:

V'(x) = a® — 8ax + 12x?
12x?-8ax+a?=0

a=12,b=-8ayc=a?

_ b+ Vb?-4ac

B 2a

—(-8a) + \(-8a)2 — 4(12) (a2
2(12)

8a + V64a®> —48a®> 8a + V16a?
24 24

X
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_8atda X_12_a_§ X_4_a_2
Y 17 24 = 2 27 24 " 6
Puntos criticos: X, = = X, = <
untos critcos: 1—2 2—6

Si se hace un corte de 2 a de la caja en una esquina y ¥z a en la esquina opuesta, se
obtendra un minimo de volumen, puesto que no hay caja (volumen minimo).
Si se hace un corte de %/s & en cada esquina se obtendr& una caja con un maximo de

volumen.

2. La boutique de ropa Fashion ubicada en el malecén de Puerto
Vallarta ha estado vendiendo mensualmente 300 piezas de un tipo espe-
cial de guayabera a un precio de venta de $250, cuando la consiguen a
un costo de $150. Un muestreo de mercado indica que por cada 10% de
descuento en el precio de venta, el nimero de guayaberas vendidas se
incrementa a 15 por mes. Determinar el precio de venta en las guayaberas
en el cual la boutique debera vender las guayaberas para obtener una
utilidad méxima.

El problema est4 dado en determinar la méxima utilidad en funcién del precio de las
guayaberas.

Utilidad = (guayaberas vendidas al mes) (utilidad por guayabera) en 150 < x < 250

Guayaberas vendidas al mes = [300 + 15 (decremento al precio)]

| $250.00 |

Precio actual I I

Nuevo precio |—|— - - - -I Decremento en el precio
X Y\/

250 —x

Utilidad por playera = utilidad del nuevo precio de las playeras = (X — 150)

$150.00 x—150

Costo actual |—|— - - - -I Utilidad por playera

Nuevo precio I I
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La funcion de utilidad respecto al precio de venta es:
U(X) = [300 + 15(250 — x)][(x — 150)]
U(x) = (4 050 — 15x) (x — 150)
Derivando la funcién de utilidad e igualando a cero para determinar los puntos criticos:

A Maximo absoluto (210, 54 000) e..

y
50 000+

40 000+ / |
30 000 | !
20 000+ : .

10 000+ ! |

I;X

50 100 1|5=O 260 2510
U’(x) = -30x + 6 300
~30x + 6300 = 0
6300

30

X = 210 nuevo precio de venta

3. Los alumnos de administracién del Centro Universitario de la Cos-
ta, estan elaborando un producto comestible para lanzarlo al mercado,
para ello requieren de la elaboracion de un envase cilindrico como conte-
nedor del producto. El contenido comercial del producto es de 355 ml.
Calcular las dimensiones del envase para el cual se requiera el minimo
de material para su construccion, es decir, la construccion del recipiente

mas econdémico.
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En el modelado se requiere de una variable que defina el material minimo (area) en

funcion de las dimensiones de la lata, es decir:

@ altura = h

355 ml base = perimetro del circulo

Material = 2 tapas + 1 rectangulo

M(x):2(nx2)+[(2nx) (h) ]

4area circulo base altura envase

M(x) = 2nx2 + 2mixh

En este caso se presentan dos variables independientes, el caso del radio X y el caso de

la altura h. Para definirlas en relacién con una sola, se tiene:

Volumen = area de la base x altura

355

355cm3=mx2h .. h= 5
X

355
Entonces: M(X) = 2nx2 + 2nxh  donde: h = — por lo tanto:
X

355

M(x) = 27x? + 27 [%J

710
M(x) = 2nx2 + ~ enx>0
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Se contindia con los anteriores procesos:

, 710
M (X) = 4nx —7
710
4mtx BEvE =0
X
710
4mx = 7
X

/ 710
X=4/— =3.83cm
4x

El recipiente mas econémico debera tener un radio de 3.83 cm y una altura de:

material empleado en cm?

1200

1100

1000

900

800

700

600

500

400

300

2004+

100

_ 35 _ 355

S99 99 gy
me  nEe3r e

Minimo absoluto (3.83, 277)

L L L L L L L L L L 'Y X
T T T T T T T T T T L
12 3 4 5 6 7 8 9 10

radio en cm

EJercicios 2.3 Resolver los siguientes problemas practicos de optimiza-

cion:

1. Un fabricante de cajas de aluminio desea hacer cajas sin tapas a

partir de laminas de 25 cm x 25 cm por lado, cortando cuadrados iguales

en las cuatro esquinas y doblando los lados hacia arriba. Determinar la
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longitud del lado del cuadrado que se debe cortar para obtener una caja
cuyo volumen sea el mayor posible. (Recordar el ejemplo 1 del 2.2)

2. La compafiia de turismo Aventuras Vallarta para un recorrido por
la sierra del Tuito alquila minibuses de 40 plazas a grupos de 25 turistas
como minimo. Si el grupo es formado por los 25 turistas y cada uno paga
$500.00. Si el grupo rebasa las 25 personas, el precio del boleto dismi-
nuye en $10.00 por cada turista que se integre al grupo. Determinar el
namero de turistas a bordo para el cual los ingresos de Aventuras Vallar-
ta seran los maximos.

3. El departamento de recreacion del ayuntamiento de Puerto Va-
llarta, planea construir un area de picnic cercando un area rectangular de
4 185 m? a lo largo de la orilla del rio Cuale; no se requiere cerca de lo
largo de la corriente. ¢Cudl es la menor cantidad de cerca necesaria
para realizar dicho trabajo?

4. El hotel Camarena de Puerto Vallarta, planea construir una pisci-
na de base cuadrada de 108 m?3 de capacidad. ¢ Qué dimensiones debe
tener la piscina, para que la cantidad de material empleada en su cons-
truccion sea el minimo?, es decir, ¢ Qué dimensiones exigird el menor
costo?

5. Maximizacion de ganancias.” Las ganancias totales de la compa-
fifa Acrosonic por la fabricacion y venta de x unidades del sistema de
sonido modelo F estan dadas por P(x) = —-0.02x2 + 300x — 200 000 délares.
¢,Cuantas unidades de este sistema se deben de producir a fin de maxi-
mizar las ganancias?

7 Ibidem.



UNIDAD Il
Antiderivacion o integracion

3.1 Introduccién

El calculo diferencial se encarga del problema de hallar la razén de cam-
bio de una cantidad con respecto de otra. En éste capitulo, se inicia en el
estudio de la otra rama del célculo, conocida como calculo integral. En
este caso habra que resolver el problema inverso: si se conoce la razon
de cambio de una cantidad en relacién con otra. La principal herramienta
utilizada en el estudio del calculo integral es la antiderivada de una fun-
cion, y aqui se desarrollaran reglas para la antiderivacion, o integracion,
como se llama al proceso necesario para encontrar la antiderivada.

En matematicas toda operacion tiene su inverso, es decir, la opera-
cion inversa de la suma es la resta, de la potencia los radicales, del
logaritmo natural el valor exponencial, etc. Ahora bien, la operacién in-
versa de la derivacion es la antiderivacion o integracion.

En las unidades anteriores, se estudiaron algunos problemas de la
forma: dada una funcién f(x), determinar su derivada f’(x). Ahora con la
operacion inversa de la derivada se tiene: dada una derivada f’(x), deter-
minar su funcion. Por ejemplo, dada las siguientes funciones:

f,(x) = 3x2+ 5x - 10 f,(x) = 3x2 + 5x + 14
f(X)=3x2+5x -3 f4(X) = 3x2 + 5x

La derivada para cada funcion es: f'(x) =6x + 5

[75]
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Ahora, al antiderivar f’(x) = 6x + 5, ¢cudl de las cuatro funciones
anteriores sera la solucidon? Al aplicar el proceso de antiderivacion (que
se estudiara mas adelante), se llega a una solucion generalizada:

f'x)=6x+5+C

Donde C es una constante que representa tanto a —10, 14, -+ 6 in-
cluso a cero de las cuatro funciones mostradas anteriormente.

Se inicia con los problemas de calculo de areas para iniciarse en el
concepto basico del céalculo integral.

3.2 Célculo de éareas de figuras conocidas

La idea principal del calculo integral es el célculo de &reas de una figura
limitada por una funcién f(x). Para iniciarse en el tema se parte con el
calculo de areas de figuras geométricas regulares.

¢, Cual es el area de las siguientes figuras?

y y
104 104
9+ 91
sl sl
71 71
64 61
5+ 51
4l 4l
3+ 31
2+ 21
11 11
: —— — X — ——+% X
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
A=(4x8)=32 A=(@Bx7)+(E)+(2x4)=335

Existen areas cuya delimitacion no son lineas rectas, es decir, son
curvas y el calculo de su area no es sencillo.
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Suponer que se desea determinar el area de un circulo, el cual se
divide en cuatro cuadrantes. Se calcula el rea de un solo cuadrante.
Ahora el problema es hallar el area de éste cuadrante.

<
»
L

Y 4

>

ol rMvwsUe N ®o

> X

1234567891

PN W R O N ® ©

» X

o

12 3 45 6 7 8 910

Area del circulo
A = 4 X &rea del cuadrante

Hay que recordar qué para determinar la pendiente de una recta
tangente, se obtuvo mediante la aproximacion de pendientes de rectas
secantes, tomando el limite de estas aproximaciones. Aqui se plantea un
concepto similar para el célculo de &reas, solo que ahora dividimos el
area a calcular en pequefios rectangulos de igual base cada uno (Ax), de
ésta manera se toma el limite de todas las areas de los rectangulos.

=
=)
=
=)

PN W A OO N © ©

—+— f X
12 3 4 9 10 ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
El area de estos 2 rectangulos es Aun asi, 60 no es el area de este segmento de
A=(4x9)+ (4x6)=60 circulo, puesto que falta determinar el area som-

breada fuera de los rectangulos.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Area total de estos 4 rectangulos es
A =66

=
o

P N W A OO N ® ©

Area total de estos 10 rectangulos es
A=72

CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

Aln asi, 66 no es el area del cuadrante,
puesto que falta determinar el area sombreada
fuera de los rectangulos.

<
»
»

Aln asi, 72 no es el area del cuadrante,
puesto que falta determinar el area sombreada
fuera de los rectangulos.

Se puede seguir con este proceso haciendo mas rectangulos de

base mas angosta, el area sobrante sera cada vez menor. El valor de la
suma de las areas de los rectangulos se aproximara al valor real del area

del cuadrante.
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Y 4

104——

>

El area de éste segmento de circulo se puede conocer calculando
el limite de las sucesiones (sumatoria) de las areas calculadas de ésta
manera:

Areas = {60, 66, 72,...

Calculando para sucesivas particiones, aproximando a 2 cifras, se
determina que el limite de ésta sucesién es de 78 (que no es mas que el
area del cuadrante).

Este resultado se pudo haber obtenido usando la formula para de-
terminar el area de un circulo (rtr?)

Area del circulo = 1 (10)2 = 314.15
Area del cuadrante (cuarto del circulo) = % =785

Ahora bien, conociendo el concepto del célculo de areas bajo una
curva, se puede resolver de una manera mas sencilla, bajo el concepto
de integracion.

Primero se aprenderd con algunas técnicas a integrar funciones y
posteriormente a calcular areas en integracion definida.

3.3 Integral indefinida

Una funcién g se llama antiderivada de una funcion f, en el intervalo (a, b),
si g'(x) = f(x) para todo valor de x en el intervalo.
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Ahora bien, si g esta definida por g(x) = 5x% — 3x2 + 5, donde:
g’(x) = 15x2 — 6x

Entonces, si f es la funcién definida por f(x) = 15x2 - 6x, se dice que,
f es la derivada de g.

Por lo tanto, g es una antiderivada de f.

Si ahora se tiene una funcion h definida por h(x) = 5x3 — 3x? — 12
entonces h es también una antiderivada de f, ya que h’(x) = 15x2 — 6x

Asi pues, cualquier funcién dada por 5x2 — 3x2 + C, donde C es cual-
guier constante, sera una antiderivada de f.

Su interpretacion matematica esta en funcién de las sumatorias de
todos los rectangulos en el intervalo [a, b] y es representada por__}n; f(x;)AXx
(suma de Riemann). Por lo tanto, a este tipo de limite de sumatolr_ias sele
denota con el simbolo _[ que es la operacion de antiderivada y se escribe

f f(x) dx = F(x) + C; donde: F "(x) = f(X)

3.3.1 Férmulas de integracion

Al igual que en las derivadas donde se emplean técnicas de derivacion
para simplificar sus calculos, en antiderivacién también se presentan téc-
nicas basicas de integracion:

1. fdx =X+ C; donde C es una constante de integracion.

2. f k f(x) dx = kJ. f(x) dx; donde k es una constante arbitraria.

3. [ [F,09 = F,000 d= [ 1,00 o [ £,00) o
Xn+l

n+1

4.J.x“dx= +C
S.I%dlen|x| +C

G.Iexdx:eX+C
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EJsempLo 3.1 Calcular las siguientes integrales:

x2+1 X3
1.IXZdX:(te0rema4) 2+1:§:1/3X3+C
3+1 X4 1

ZJ. 3 = = — 4+ = —x4+

x3 dx 341 4 C 4x C

1 x—2+1 xt 1
3.f—dx:_|-x—2dx: = =—+C

X2 2+1 -1 X

4.I%dxz(férmulaS):lnlxhc

S.I%dx:.l.%dx:fx—%dx: :?:ZX;:Z\/;+C

1/3+§ 3
6._[\3/;dx:_|.x1’3dx:u+c: X +C:%x"’3+C:%\3/;+C

1,3 4
3T3 I3

7.1\/%dx:J' xa’de:X3;2+%

S+
2

NN

8. I[3x3 - X2+ i] dx = (férmula 3).f 3x3 dx —I X2 dx = .[ 4x_% dx...

e

EJercicios 3.1 Calcular las siguientes integrales:

1)2 4x2 + 8X — 3
1.J&[x+;} dx SJ \/87

2. [ 2 Va7 dx a [\/E- \/?] dx

3.3.2 Problemas con valores iniciales

81

Como se ha visto anteriormente, la antiderivada F(x) + C representa una

familia de soluciones de n funciones f(x). Si se tiene una antiderivada

F(x) = 3x2 + 2x + C, donde C es cualquier constante.

Se dice pues que es solucién de la familia paramétrica de las fun-
ciones f,(x) =x3+ x> =5; f,(x) =x3+ x>+ 45, f(x) =x3+x2+ 100y

F00= 30+ 2=
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Pero si se desea llegar a una funcién f(x) en particular de las cuatro
anteriores es necesario saber el valor de la constante de integracion C.
Sin embargo, las situaciones del mundo real, es necesario definir una
sola funcién (un unico resultado) y no toda una familia de resultados.

Por ejemplo, si se desea saber la duracion de una maquinaria in-
dustrial se inicia desde el afio cero, en el momento que inicia su activi-
dad, también si se necesita saber el incremento de una poblacion de
determinado lugar es necesario saber su poblacién actual (valor inicial) a
partir del momento de estudio.

EJempLO 3.2 Determinar la funcion f si se sabe que f'(x) = 4x® — 6x? + 8x
con un valor inicial de f(2) = 3.

Se sabe queJ. fx)dx=f(x)+C

Al integrar la funcién f”, se tienej (4x3—6x2+8x)dx =x*-2x3+4x2+ C

Aplicando la condicién inicial f(2) = 3 a la funcién f(X) = x* — 2x3 + 4x2 + C, se
obtiene:

si X = 2, entonces: f(X) = 3 entonces:

3=(2*-2(2)2+4(22+C

3=16+C

=-13

Por lo tanto, la funcién requerida f esta dada por f(X) = x* — 2x3 + 4x2 — 13

EJsempLo 3.3 Circulacion de unarevista. La circulacion actual de Investor’s
Digest es de 3 000 ejemplares por semana. Se espera que la circulacién
aumente a razén de 4t + 5t ejemplares por semana, t semanas a partir
de hoy, durante los proximos 3 afios. Con base en esta proyeccion, ¢,cual
sera la circulacién de la revista dentro de 125 semanas?

Sea S(t) la circulacién de la revista dentro de t semanas. Entonces S'(t) es la razén de

cambio de la circulacién por semana y esta dada por S'(t) = 4t + 5t*

8 |bidem.
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Ademas, la circulacion actual de 3 000 copias por semana se traduce en la condicion
inicial S(0) = 3 000. Al integrar la ecuacion diferencial con respecto de t se tiene:
[sdt=[(a+st5 at
Sttlsts

=4t +
23+ 33

+C

=4t+3th+C
Para determinar el valor de C, se usa la condicién S(0) = 3 000 para escribir
S(0) = 4(0) + 3(0)”- + C =3 000
C=3000
Por lo tanto, la circulacion de la revista dentro de t semanas sera de
S(t) = 4t + 3t + 3 000
En particular, la circulacion de la revista dentro de 125 semanas sera
S(125) = 4(125) + 3(125)"s + 3 000 = 12 875 copias por semana.

3.4 Integracién por sustitucion

Esta seccion presenta la version integral de la regla de la cadena. Para
recordar, se muestra una aplicacion comun de la regla de la cadena para
la derivacion.

Si se tiene la funcién y = (3x2 + 2x + 8)® donde su derivada es:

Yy = 6(3x% + 2x + 8)° (6x + 2)

Se observa que el segundo factor (6x + 2) es la derivada del primer

factor (3x2 + 2x + 8), la cual toma la forma de:
6(3x% + 2x + 8)° (6x + 2)

Lo
f(u) o

d
donde: f(u)=6uSy u=3x?+2x + 8, entonces,d—i= 6x +2 ... du=(6x + 2) dx.

La mayoria de los productos como se representaron anteriormente,
se pueden antiderivar. Si F es una antiderivada de f, entonces:

[ rw g—;m:ff(u) du=F(u)+C
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EJempPLos 3.4 Hallar las siguientes integrales por sustitucion:
1. .[ 6(3x2 + 2x + 8)° (6x + 2) dx Primeramente se determina U y su derivada du:
u=(3x2+ 2x +8) y du = (6x + 2) dx
si se completa el diferencial du, como en éste caso, se aplica la férmula de integracién

[ fydu=F+c:

6 [ (3@ +2x+8) (6x+2)dx
. N Y]

'

~

j f(u) du

- 6 J- u® du

integrando = 6 E+1 + C = u + C sustituyendo U, resulta: = (3x2 + 2x + 8)° + C

2. .[ 2 (33 +4)2dx = J. (3x3 + 4)% x2 dx

= 3x® + 4 du = 9x2dx para completar el diferencial du es necesario un 9, por lo tanto

1:

u
9
? 9

= I (3x3 + 4)% 9 X20x = g J (3x3 + 4)*= 9 x2dx

Una vez completo el diferencial du = 9x2dx se aplica la sustitucion y se integrar:

+

[N
w|w

1u
_l.[ 2/ —
= utdu=—- +C
® 9

2,3
L4232
33

w|;

1

c

w|;

©o|r

3
— +C
5U

w\m|

£
+
O

(4]

9
1
4
R e

=— 3(3x3+4)5+C

4

EJercicios 3.2 Calcular las siguientes integrales por sustitucion:

l.J.\/5x+2dx 2._[2x X2 — 4 dx
3._|.x3 N 2x4 — 4 dx 4._[ 4

X2+ 2

dx
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X2 4x + 8
5| ———dx 6. dx
-[ (2x® + 8)3 -[ V(3% + 12x + 4)

7.J'szdx 8.fx2ﬁdx

3
9.j 2X_ i 1o.f(x2—1) V(X3 2x + 8) dx

xt-4

3.5 La integral definida

Una vez conociendo algunas de las técnicas de integracion y bajo el
teorema fundamental del célculo se pueden determinar el &rea bajo una
funcién, en algun intervalo cerrado [a, b].

Supdngase que f(x) es continua y se encuentra definida en el inter-
valo [a, b], entonces f(x) es integrable en dicho intervalo. Entonces si f(x)
es continua y no negativa en [a, b], su resultado numérico se llama inte-
gral definida de la funcion f(x).

La integral definida es el cambio neto producido en la antiderivada
entre las ordenadas x = a y x = b, se representa matematicamente por:

[+ £) dx = Fb) - Fa)

b . . .4
La nomenclatura J.a f(x) dx se lee “la integral definida de la funcion
desde a hasta b”. Donde a y b son los extremos del intervalo que son los
limites de integracién.

EJsempLo 3.5 Hallar las siguientes integrales definidas:
1
1. I_l \3/;(x +4) dx

4
2+
3

-1 +

wlw| wlw

1 4 1 X
:J. X3 + 4x3 |dx integrando: = 2
3
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aplicando los limites: = {% (1)’/3 + 3(1)‘/3} - {g (_]_)’/3+ 3(_1)“/3}
- J (. J

v h'd
limite superior (D) limite inferior (@)

o))

x2-1

2. Evaluar J.;de
1 2 1,4 2

:J.O (x2—1)x3 dxzfo (x3 =x73) dx

1
3 7 1

=5X3 —3x3}

1
3

- 20° 3w |- 2w s

EJercicios 3.3 Calcular las siguientes integrales definidas:
1[5 (2 4) V(3 - 207 de
2. J.l3 2x2Nx3 + 1 dx

3. En cierta fabrica, el costo marginal es de 4(q — 2)? euros por uni-
dad, cuando el nivel de produccion es g unidades. ¢ En cuanto aumenta-
ra el costo total de fabricacién si el nivel de produccién aumenta de 4 a
12 unidades?

4. Crecimiento de la poblacién.® Se proyecta que la poblacion de
cierta ciudad crezca a razén de

2t
= S — <t<
hab(t) 400(1+24+t2]en0_t_5

9 |bidem.
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personas por afio dentro de t afios. La poblacion actual es de 60 000.
¢, Cudl serd la poblacién dentro de cinco afios?

3.6 Valor promedio de una funcién

Cuando se desea obtener el valor promedio de un conjunto de n ndme-
ros, se suman los elementos del conjunto y se divide entre el nimero
total de elementos, es decir:

1+2+3+...+(n=-1)+n
n

= valor promedio

Asi pues, el valor promedio de una funcién continua f(x) en un inter-
valo [a, b] brinda una aplicacion mas de la integral definida.

Supdngase que f(x) es continua y se encuentra definida en el inter-
valo [a, b], entonces f(x) es integrable en dicho intervalo. Ahora, si se
divide el intervalo [a, b] a lo largo del eje x en n incrementos Ax de igual
longitud, es decir:

pta ta,ta+...+a,,+0,
n n

+h,_(b-a) _

Ahora para una funcién f(x) su valor promedio esta dada por la ra-

fOx) +f0G) + .+ (X, ) + f(X)

n

gue es una aproximacion del promedio de todos los valores de la funcion
f(x) en el intervalo cerrado [a, b]. Esta expresién se puede escribir como

fO) +f0G) + .+ (X ) + f(X)
n

10 10, 10 ()
" n n n n
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multiplicando cada término por EE : Z;
(b-2a) [ ()  f0x)  , fl,) , f(x)
(b-a)| n n o n n

" b-a n n n n

L {f(xl)(b—a)+f(xz)(b—a)+ L [6)0-3) | f)b-2)

(b-2)
n

= AX, por lo tanto:

1
= [F(x)Ax + fFO)AX + . .. + f(x )Ax]

La anterior relacion entre corchetes proporciona la suma de Riemann
2, fO)Ax
[FO)AX + FO)AX +. .+ f(x)Ax] = X F(x)Ax
Si n incrementa a un gran nimero de intervalos la relaciéon anterior

tiende al valor promedio de la funcion f(x) con mayor precision. Asi pues,
la suma de Riemann queda:

2 f(x)AX

I|m

(b

Ahora se puede definir el valor promedio de una funcién f(x) en el
intervalo cerrado [a, b]:

Valor promedio de f(X) = I f(x) dx

EJempLOs 3.6 Resolver los siguientes ejercicios de valor promedio:

1. Calcular el valor promedio de la funcion y = x V16 - x2 en el inter-
valo [1, 3]

F O promedio = (b a) f fdx=-— Ifx V16 — x2 dx
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% J.fX\/de= %{—% \{(16—x2)33}

f(x)promedio =6.6

La interpretacion geométrica del teorema del valor promedio es la
relacion del &rea bajo la curva en el intervalo [a, b] y el &rea del rectangu-
lo que se forma a partir de su base de longitud [a, b] con su altura corres-
pondiente al valor promedio de la funcion, por ejemplo:

area bajo la curva: area del rectangulo:
A = [Ix V16 2 d base: [a, b] = [3 - 1] = 2
3
AX) = -5 V(16 - x2)? \ ) altura: (), omeco = 6.6
A(x) =13.2 u? A=b-a=2x6.6=13.212

2. Financiamiento de un automovil.1° Las tasas de interés que cobro
Madison Finance por sus préstamos para la compra de autos usados du-
rante un periodo de 6 meses en 2000, se aproxima mediante la funcion:

10 |bidem.
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r(t)=_1_1'2t3+%t2—3t+12 en0<t<6

donde t se mide en meses y r(t) es la tasa porcentual anual. ¢ Cudl es la
tasa promedio sobre los préstamos extendidos por Madison durante el
promedio de 6 meses?

La tasa promedio durante el periodo de seis meses en cuestiéon esta dada por:

tasa promedio

1
ﬂ f: (—11—21:3 + %t2—3t+ 12)

1 6
== (-2t + L - 2p+12)
6 48 24 2 0

=0.09=9% anual

EJercicio 3.4 Resolver el siguiente ejercicio de valor promedio:

1. Ventas anuales promedio.*! Las ventas de la compafiia de instru-
mentos Universal durante los primeros t afios de operacion se aproxima
mediante la funcion

Sty =tV 0.22+4

donde S(t) se mide en millones de délares. ¢ Cuales fueron las ventas
anuales promedio de Universal durante sus primeros cinco afios de ope-
racion?

3.7 Area bajo una curva

Como se comentd con anterioridad, si f(x) es continua y no negativa en
[a, b], su resultado numérico sera el area de la regién sombreada A(x)
bajo la curva que se forma por las ordenadas x=ayx=Db, el eje x, y la
funcion y = f(x). Existe una relacion entre esta areay la integral definida,
como se observa en la figura siguiente:

1 |bidem.
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f()

a b

A = [, 1x) dx

EJempLos 3.7 Hallar las siguientes areas, bajo la curva.

1. Para demostrar su aplicacion, se desea encontrar el area de una
figura geométrica regular que se forma bajo la graficay =1 x+2, el eje y,
el eje x y la ordenada x = 4.

La region en cuestion es un area compuesta por un triangulo y un rectangulo como se
muestra:

Area total = Area triangular + Area rectangular

Areatotal:bé—h+ b-h :[

2
J+@xa

A

ol Y

2

Area total = 12 unidades cuadradas

Pero aplicando el célculo y la definicién de

integral definida se tiene:

[y Gx+2)

4

1
— X2+ 2x
4

0

{%(4)2 + 2(4)} - B(O)Z + 2(0)} = 1202
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2. Encontrar el area que se forma a partir de la curva 'y = x?, el eje x
y la ordenada 3.

Primero se delimita la regién (area sombreada) y luego se calcula el area
3
2 A
IO X2 dx y

3 sl
1,
3 Jo

2o]-[z0] - 2

3. Hallar el area de la region limitada por las gréaficas y, = Vx,
y,=6-Xx,y el eje x.
El area A(X) = A, + A, que se forma bajo dos curvas como se ilustra en la siguiente

grafica:

Primeramente se calcula el area bajo la curva y = VX, el cual se conoce el valor del
primer limite X = 0, el segundo de los limites se determina igualando ambas ecuaciones (punto

de interseccion:
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Y1 =Y,

\y = 6-x

x = (6 —x)?

X = 36-12x +x?
X2-13x+36 = 0

Por lo tanto las integrales quedan:
4 16
A= JO Vx dx A = ?

A=[i6-0d  A=2

16
=A +A = ?+2

22
Atotal = ? ~1.33 U2

EJercicios 3.5 Calcular las areas bajo las siguientes curvas:

1. Hallar el area que se encuentra bajo las curvas y = \/—1_ y=x? el
eje xy la ordenada x = 3. X

2. Determinar el area de la regién limitada por la curvay = —x? + 4x y
el eje x.

3. Encontrar el area de la region limitada por la curva y = 2x3 — 3x? -
2x + 3, el eje x y la ordenada x = 2.

4. Hallar el area de la region limitada por la curvay =—x? + 4x -3 y el

eje x.
3.8 Area entre dos curvas
En el tema anterior se determino el &rea bajo una curva. Ahora se estu-

diard el célculo de areas delimitadas entre dos curvas. Alguna de las
aplicaciones de la integral definida para el calculo de areas se aplican a
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problemas practicos de ingenieria (volimenes de sdlidos, trabajo reali-
zado por una fuerza) y en economia (superavit del consumidor, exceso
de utilidad neta). Para ello es necesario calcular el area entre dos curvas.

Si se tienen dos funciones continuas f(x) y g(x) no negativas en el
intervalo [a, b], y donde f(x) > g(x), su resultado numérico sera el area de
la region sombreada A(x) que se forma entre las dos gréaficas, asi como
las ordenadas x =ay x = h.

El area A(x) se obtiene a partir de la diferencia entre el area (A,) bajo
la curva f(x) y el area (A,) bajo la curva g(x) como se ilustra en la siguien-
te figura:

9 -/

» X

a b

El area entre 2 curvas es la relacién

szﬁﬂ@w—ﬁmnw

= [2 (1) - o) i
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EJempLo 3.8 Hallar el area entre las curvas siguientes:

1. Hallar el area de la region limitada por las curvas y = Vx ylarec-
tay=3x.

Primero se trazan las graficas para delimitar la regién A(X) y definir la gréfica superior y

la gréafica inferior:

" 4 41 A
Area=J. \/;dx—J. =x dx y
0 02
4 T
_ 1
—J.O (\/;—Zx)dx -
4
5 3
= Zx2 - X% 1+ _1
3 L y=a2X
4
=22 X
3 | | | | I
T L
1 2 3 4 5

2. Hallar el area de la region limitada por las curvas y = x3y y = x2.

Area= J.: (X2 — x3) dx

|
VY
w |
=
w
|
alow
P>
FN
"
o -

1
c
N

3. Hallar el area de la regién limitada por las curvas y = 2x3 — 3x? — 2x
+3yy=x2-1.

Las dos curvas forman un area compuesta por dos regiones, en la cual una de las gréfi-
cas se encuentra en la parte superior en la primera region A1 y en la parte inferior en la segunda

region A,
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2.y+x2=6y y+2x-3

4. y2=x+1yy
6.2y2=x+4 y X
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EJercicios 3.6 Calcular las areas de la region limitada por las curvas

dadas

Vx

=x2 yy=

ly

X

Xy y=—;

y:

y=x+6;

3.

=x3

y=\xyy

5



UNIDAD IV
Optimizacién

4.1 Introduccién

Cuando se tiene un producto el cual no varia su precio p, unitario en
determinado numero de articulos x,, la utilidad por el fabricante sera el
area que se forma a través del nimero de productos vendidos x, multipli-
cado por el precio del producto p,, es decir:

utilidad U(X) = XoPg

Ahora bien, sea x el nUmero de determinado articulo, que varia en
forma continua, y sea p el precio unitario del articulo. Una funcién D(x)
determina la demanda que da la relacion entre el precio de venta contra
el numero de unidades que se adquieren a dicho precio.

Uno de los instrumentos para definir los precios de los bienes y
servicios en el mercado son la ley de la oferta y la demanda. Segun esta
ley determina los precios de los productos en la interseccién de las gra-
ficas de la oferta y la demanda.

(971
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A

precio y
curva de demanda|D(X) curva de oferta O(X)
Po punto de equilibrio
» X
0 Xo ndimero de articulos

En teoria, cuando la oferta supera la demanda, los productores de-
ben reducir los precios para estimular las ventas; de forma anéloga, cuan-
do la demanda es superior a la oferta, los compradores presionan al alza
el precio de los bienes.

Es decir, en la curva de demanda D(x), cuando existe mayor consu-
mo de articulos por el consumidor el precio tiende a disminuir (si x > X,,
entonces p < p,), que en consecuencia habra mas cantidad de articulos
disponibles en el mercado. En la curva de la oferta O(x) cuanto mayor
son los articulos vendidos las empresas tienden a incrementar el precio
de venta (si x > X,, entonces p < p,). Y es ahi donde se fija el punto de
equilibrio.

4.2 Excedente del consumidor

Suponiendo que ahora se determina la demanda x, de un articulo en el
mercado a un precio unitario p,, Como se mencioné anteriormente, la
utilidad que se obtiene con la venta de este nimero de articulos a este
precio sera U(x) = X,p,. LOS consumidores que estan dispuestos a pagar
mas que el precio fijado p, ganaron porque se establecio el precio en p,,
en lugar del precio maximo del que hubieran estado dispuestos a pagar.
La ganancia total que queda en los bolsillos de los consumidores tam-
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bién llamada excedente del consumidor (ahorro del publico consumidor)
gue se representa mediante el area bajo la curva de demanda, arriba de
la recta horizontal del precio establecido p,

Po

_punto de equilibrio Po —g Punto de equilibrio

punto de equilibrio

Por lo tanto el excedente del consumidor sera la diferencia del area
bajo la curvay = D(x) y la recta de precios y = p,, es decir:

Xo
excedente del consumidor = J.o {D(X) - po} dx

4.3 Excedente del vendedor

Inversamente a la relacién de los excedentes del consumidor se tiene el
excedente del productor, que es cuando el fabricante hubiera deseado
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vender su articulo menor a p,, y esta representada como el area bajo la
recta de precios y = p, y sobre la curva de oferta O(x), es decir:

y =0(x)

excedente
del fabricante

Po

punto de equilibrio

» X

0 Xo

Xo
excedente del vendedor = J.o {po - O(X)} dx

EJempLO 4.1 Resolver el siguiente ejercicio
Una linea aérea comercial, planea abrir una ruta nocturna de Puerto Va-
llarta-Guadalajara. Sus resultados mercadotécnicos, arrojaron los siguien-
tes datos: a un precio de $300 usb venderia 40 boletos y a un precio de
$100 usb se venderian 100 boletos. La compafiia tendria un gasto de
operacion de $40 usp por plaza. Determinar el punto de equilibrio supo-
niendo que la ecuacion de la oferta se comporta inversamente proporcio-
nal a la de demanda, para poder definir:

a) El excedente del consumidor.

b) El excedente de la compafiia aérea.

Para definir la ecuacion de la demanda, se tienen dos puntos de referencia p, = 300,

b, =40y p, = 100, b, = 100

100 - 300
= 00— 40 =-3.33 donde:y,—Y, =m (X, - X,)



OPTIMIZACION 101

entonces: Y — 300 = -33.33(x — 40)
y =—=33.33x + 1633.2 ecuacion de demanda

Si la ecuacion de la oferta se comporta inversamente proporcional al de la demanda
entonces la pendiente sera de la misma magnitud pero en sentido contrario, es decir:
m = 33.33, costo de operacién de la compafia = 50

y =-33.33x + 50 ecuacion de oferta

Para definir el punto de equilibrio entre la oferta y la demanda se igualan las funciones de
oferta y demanda:
33.33x + 50 = -33.33x + 1633.2
66.66x = 1583.2
X =23.75
sustituyendo en cualquier funcion
y = 33.33(23.75) + 50

y = 841.58

punto de equilibrio: (23.75, 841.58)

D(x) = —33.33x + 1633.2

O(x) = 33.33x + 50

Po = 841.58

punto de equilibrio

1 ——— T +—+—<—
/0 51015202530354045\513\55



102

CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

a) Para resolver el excedente de los consumidores se tiene la siguiente integral definida:

excedente del consumidor

IOXO {D(x) - po} dx

23.75
f [(—33.33x +1633.2) - (841.58)}
0

23.75
f (£33.33x + 791.62) dx
0

23.75
= -16.66x2 + 791.62X}
0

excedente del consumidor

=$9 400 usb

4
800
170Q

1 600
1500
1400

dx 1300
1200
1100
1000

9001

excedente
del consumidor

8001

7004
600
500
400
300
2004
1004

punto de equilibrio

Po = 841.58

0

b) Como la funcidon de demanda es inversamente proporcional a la de oferta se tiene que el

excedente de la compafiia, debera ser la misma que el excedente del consumidor:

excedente de la compafiia

IOXO {po— O(x)} dx

LM {(841.58) —(33.33x + 50)} dx

23.75
f (£33.33x + 791.58) dx
0

excedente de la compafiia

=$ 9400 usb

4
1800+
1700
1600
1500+
1400
1300
1200
1100
1000

900

y

Po = 841.58

800

700
600
5004
400+
300+
2004
100+

punto de equilibrio
excedente
de la compaiiia
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4.4 Disposicion a gastar por el consumidor

Como se estudio anteriormente, la disponibilidad a gastar por parte del
consumidor es aquella cuando se encuentra dispuesto a gastar en com-
prar una unidad extra de un determinado articulo que ya ha comprado
anteriormente.

Es lo que representa la curva de demanda, a mayor nimero de
articulos vendidos el precio disminuye de manera sustantiva. Es decir, el
precio que los consumidores estan dispuestos a pagar para obtener una
unidad adicional usualmente decrece a medida que crece la cantidad de
unidades ya compradas.

Disposicioén a gastar
por el consumidor

La disponibilidad a gastar por el consumidor es la integral definida
bajo la curva de demanda y = D(x), desde 0 hasta x,, es decir:

Xy
disposicién a gastar por el consumidor = J. D(x) dx
0
EJempPLo 4.5 Una compafiia de turismo, planea vender paquetes en lan-

cha todo incluido a las playas de Majahuitas a grupos de 6 turistas por
paquete. Sus resultados mercadotécnicos, arrojaron los siguientes da-
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tos: En un solo turista el precio por paquete seria de $ 133 usb, para 3
turistas el precio para cada uno seria de $ 75 usp y para 6 turistas el
precio por paquete seria de $ 18 usb. Determinar el punto de equilibrio
suponiendo que la ecuacion de la oferta se comporta inversamente pro-
porcional a la de demanda, para poder definir:
a) Hallar la cantidad total de dinero que los turistas (consumidores)
estan dispuestos a gastar para obtener 5 pases.
b) Trazar la curva de demanda e interpretar el area que representa la
respuesta del inciso a.

a) Como la funcién de demanda, expresada en dolares por pase, la cantidad total que los
consumidores estan dispuestos a gastar para obtener 5 pases para el tour es la integral
definida:

Xg
disposicién a gastar por el consumidor = Jo D(x) dx

5

2 7
= j:’ (@¢-3Tx+168) dx = 5 - %xz + 168x

0

disposicion a gastar por el consumidor = $ 460.83

b) La curva se representa en la siguiente gréfica, la cantidad total, $460.83 usp, que los

consumidores estan dispuestos a gastar por 5 pases.
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4.5 Utilidades producidas
por equipo industrial

Es bien sabido que cuando una compaiiia se hace de los servicios de un
equipo nuevo de produccion, el equipo genera utilidades a cambio de un
pequefio costo que éste genera para su mantenimiento. Al transcurrir del
tiempo, se inicia el desgaste de los componentes del equipo industrial,
esto a su vez se refleja en el incremento de los costos de mantenimiento,
y el equipo comienza a ser menos rentable. Esta rentabilidad llega cero
cuando la funcion de utilidad es igualada a la funcién de mantenimiento,
como se muestra en la gréfica:

curva de ingresos de la maquinaria

109

Utikdad generads por
| maguina s

Utilidad por afio

limite de rentabilidad

C(x)
curva de egresos para
mantenimiento de la maquinaria
» X
T L
0 t

Tiempo en afios

Por lo tanto la utilidad generada por una maquinaria sera el area
entre las curvas de ingresos de produccién y egresos de mantenimiento,
desde el tiempo inicial t, al tiempo limite de rentabilidad t, es decir:

utilidad por una maquinaria = J: [ 1(x) - C(X)} dx
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EJEmPLOS 4.2
1. Un equipo industrial genera ingresos a la razén de 1(x) = 2 200 — 10x2
ddlares por afio, asi como costos de mantenimiento a la razén de
C(x) = 40 + 5x2 dblares por afio.1?
a) ¢ Durante cuéntos afios sera el limite de rentabilidad del equipo?
b) ¢ Cual es la utilidad generada por el equipo durante el periodo de
rentabilidad?

a) Para determinar el punto de rentabilidad, se igualan las funciones de ingresos y costos:
2200 — 10x2 =40 + 5x?
2160 =15x?

2 160
X = [——— =12 afios

15

1800+

16004
I(x) = 2 200 — 10x2

14004
12004 )
1000+ /
B0L _ _ _ _ ______
600 : C(x) = 40 + 5x2
400+ |
p
2001 o :
L |
— : ——— ——+—p X Afios
2 4 6 8 10 12 14 16 18

b) Para determinar la utilidad generada por el equipo durante el periodo de rentabilidad, se

determina la integral definida:

utilidad del equipo industrial = .[;2 {(2 200 — 10x?) — (40 + 5x?) | dx

12 Ejemplo tomado de: Hoffmann, Laurence D. y Gerald L. Bradley (1999). Calculo para
Administracién, Economia y Ciencias Sociales. 6a. ed. México: McGraw-Hill.
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- f:z (2 160 — 15x2) dx

12

=2 160x — 5x3

0

utilidad del equipo industrial = $ 17 280 usD

2. Supdngase que la funcién de demanda de los consumidores de
cierto articulo es D(q) = 4(25 - g?) d6lares por unidad.
a) Hallar el excedente de los consumidores si el articulo se vende a
$64 usD por unidad.
b) Trazar la curva de demanda e interpretar el area que representa el
excedente de los consumidores.

a) Primero se encuentra el nimero de unidades que se compraran, resolviendo la ecuacién

de demanda p = D(q) para ( cuando p = $ 64 usp para obtener

64 = 4(25 - @?)
16 =25-¢?
q=3

Es decir, se compraran 3 unidades cuando el precio sea $64 usp por unidad. El exceden-

te de los consumidores correspondiente es:
3
[ Dadg - 64(3)
3
= —0? -
4]0 (25— o) dg — 192

—-192

3
=4(250-59°)

=264 -192

=$ 72 usD
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b) En la siguiente figura se muestra la curva de demanda de los consumidores.

100
—
"‘-\.H\\

90+ B

$72 00\'
80 : ;\&

| excedente de lo
consumidores \
L

o,

704
601
504

40 %

301 N

20 \H
\

D(q) = 4(25 - g?) curva de demanda de los consumidores

EJercicios 4.1 Resolver los siguientes ejercicios:
1. Funcién de demanda.’® La funcién de demanda de cierta marca de
bicicleta de 10 velocidades esta dada por:

p = D(x) = -0.001x? + 250

donde p es el precio unitario en dolares y x es la cantidad demandada en
unidades de millar. La funcion de oferta para estas bicletas esta dado
por: p = O(x) = 0.0006x2 + 0.02x + 100

donde p representa el precio unitario en ddlares y x es el numero de
bicicletas que el proveedor pondra en el mercado, en unidades de millar.
Determinar el excedente de los consumidores y de los productores si el
precio de mercado de una bicicleta se iguala al precio de equilibrio.

13 |bidem.
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2. Una maquinaria industrial de x afios genera ingresos a la razon
de R(x) = 6 025 — 10x? dblares por afio y origina costos que se acumulan a
la razén de C(x) = 4 000 + 15x2 délares por afio.
a) ¢Durante cuantos afios es rentable el uso de la maquinaria?
b) ¢ Cuanta ganancia neta genera la maquinaria durante el periodo
indicado en el inciso a?
3. Supdngase que la funcion de demanda de los consumidores de
cierto articulo es D(q) = 2(64 — g?) d6lares por unidad.*
a) Hallar la cantidad total de dinero que los consumidores estan dis-
puestos a gastar para obtener g, = 6 unidades del articulo.
b) Trazar la curva de demanda e interpretar el area que representa la
respuesta del inciso a.

14 |bidem.
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2. lim = no hay limite 8. lim Xo(x+h? =-3x2
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EJercicios 1.3

6~y A
sty

51
41

41
31

3£ @

24
14

T X

X ; f >
et ——> 1 1
/3 -2 1 1 2 3
1. La funcién es discontinuaen X = 1 2. La funcién es continua para toda X

A
Ty

1+ X

I I I I I I I I I »

Il Il
T T
12 3 4 5 6 7 8 9 10 1

5. La funcién es continua para toda X 6. La funcién es discontinua en X = 10
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L1y
™
14 o
1 1 1
1 2 3 4

7. La funcién es discontinua en X = 2

EJeErcICIOS 1.4

1 f'(x)=6x-3; m=3

\\8” I

8. La funcién es continua en [—2, +oo]

/7 —_ 1 . —
2.f() =5 m=-0.16
N
A

1
4. f(x) =—=; m=0.1666
2\x
_'_'_'__'_'___._--—"'_'_
f"fﬁ

3l
21 T
1+ 4T

; | 3t

-3 3

2
o
0
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1
5.y =- ; m=-0.1
%@
N
Nl
N
N PO
x=3 y=-01

6
7.f(x) = —;—1; m = -49.04

@

i
© o R N

5T
|71
164
|51 I
ot
T 3 [0
21+ (N
14 Y
i I I (I |
f T T 7 1
3 -2 1340 (1 % 3
21 \\

x=05 y =-49.04

EJeErcICIOS 1.5

5. ()= 2 _
g'(x) e

7.0-4,.2 1 x 1

= —
¥ 33 4V 2 3

9. g/(x) = -3 600x2 + 1 600X + 18 000

CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

6.f'(x)=3x2-1; m=11

1 0 1 2 3 4
x=4 y =05
,_12(x+2)?
S (x-2)¢
4 = 10x5 + 5x4 — 30x2 — 10x
Loy X2+ 2x
G.f(X)—m
, 2 1
8.f(X):—;—ﬁ
22x + 1
10. f'(x) = ( )

T+ x+4)2



SOLUCION A EJERCICIOS 115

EJercicios 1.6

X 800(2t + 5)
1T.a)dKx)=———— 2 a) P/t = T 9
) 000 = 501 + 12 PO = @+ s+ 0y
b) d'(5) =-3.2; d’(10) =-2.5; b) P’(10) = 20 790; se incrementa a 554
d’'(15)=-14 habitantes.
EJERCICIOS 1.7
1.a)  C(x) _ 17500 000 + 0.05(10 000)2

c(x)
X 10 000
c(x) = $650.00

b) AC = C(x + Ax) — C(x)
AC = C(12 000) — C(10 000)
AC = 17500 000 + 0.05(12 000)2 — [17500 000 + 0.05(10 000)?]
AC = $2°200 000.00

c) C'(x) = 0.1x
C’(10 000) = 0.1(10 000)
C’(x) = $1 000.00

d) 200 000 — X 200 000X — X2
R(X) =px = X =
10 10
R(X) = 20 000X — 0.1x2
R’(X) = 20 000 — 0.2x
R’(10 000) = 20 000 — 0.2(10 000)
R’(x) = $18 000.00

2. a) $99.80
b) $100.00
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3. @) C'(x) = 0.0003x2 — 0.16x + 40
b) C’(500) = 0.0003(500)2 — 0.16(500) + 40 = $35.00
c)

30000

20000

10 000

4. a) R(x) = px
R(x) = -0.02x? + 400x
b) R’(x) = -0.04x + 400
c) R’(2 000) = —0.04(2 000) + 400 = 320

Elingreso real obtenido por la venta del sistema de sonido ntimero 2001 es de $320.00,

aproximadamente.

5. a) P(x) = R(x) - C(x)
P(x) = -0.02x2 + 300x — 200 000
b) P’(x) = -0.04x + 300
c) P’(2 000) = -0.04(2 000) + 300 = 220

La utilidad real obtenida por la venta del sistema 2001 es de $220.00, aproxima-

damente.
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EJercicio 1.8

1. &) 28 unidades por hora.

b) Alas 9:00 am la tasa de produccién es de 10 unidades.

EJercicios 1.9

1. Latasa de crecimiento al principio de 1996 esta dado por: N’(2) = 2.208e%64? = 7,94138
o unos 7.94 millones de computadoras por afio.
Para 1999 esta dado por: N’(5) = 2.208e%64®) = 54,16783 o aproximadamente 54.17

millones de computadoras por afio.

2. La cantidad a pagar es $1°000 000.00.

EJercicios 2.1

Maximos en (-2, 10) y (1, 10)
Minimos en (-3, 2) y (0, 2)
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Méxi:ﬁos en(=2,4),(0,4)y (121 4)

Minimos en (=V2, 0) y (¥2, 0)

EJercicios 2.2

1. Minimos en (-1, 2) y (1, 2)

04
g,,
st
7+
6,,
54
a4t
31
2 2
24
14+
| | u 1 | |
3 2 -1 0 1 2 3
L

4. Méaximo en (1 , 23)

Méximo _absoluto
T,
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3. Ni maximos ni minimos 6. Ni maximos ni minimos

gl o

EJercicios 2.3

A
1200 +

1100 | /” ™~

1000+ p
900 /

800 - /

700 /

600 -

500+ | |

y Volumen en cm?

400 1 | i

300 1
200 1
100 7? Corte en cm

Tttt F—F—F—+» X

1. 4.166 cm.

2. El grupo debera constar de 37 o 38 turistas para obtener una méaxima utilidad de
$14 060.00.

3. Perimetro = 182.96 m.

4. 6m x 6m de base y 3m de alto.

5. 7 500 unidades.
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EJercicios 3.1

1. 5Vx+ eVx® + 2Vx + C

18 3
2. u\Nx1+C

EJercicios 3.2

1 EVEx+23+C

3. 5V(@x—4p+C

4

5 -——
3V3x2+ 12x + 4

7.x=-2In(x+2)+C

9.71In x*-4)+C

EJErciciOs 3.3
1. 144.82

2.64.59

3. 1 322.7 euros.

4. 62 286 habitantes.

EJercicio 3.4

1. $6% millones.

10.

S +
12(2x3 + 8)2

CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

0+ 3 - 3+ C

33 33
a4 - 3Vx2+ C

ENp2-4p+C

2In(x2+2)+C

1
C+C

A= 17— sV - 15+ 2N(x—1)3 + C

VG —ax+8)p+C
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EJercicios 3.6

0.333 unidades?

A=

10.666 unidades?

A=

21.99 unidades?

A=

4.5 unidades?

A

0.415 unidades?

A=

» X

A

1+
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EJeErcIcIOS 4.1

4 precio
300 y

200

Excedente de los consumidores

160
150 T~

Excedente de los productores

50 T

unidades en miles
L L L L L L L N
T T T T T T —» X

50 100 150 200 250 300 350

Excedente del consumidor
300

= IO (~0.001x2 + 250)dx — (precio de equilibrio) (cantidad de equilibrio)
300

= fo (-0.001x2 + 250)dx — (160) (300 000)

= $18°000 000.00

Excedente de los productores

300
= (160) (300 000) - fo (~0.001x2 + 250)dx
= $11’700 000.00
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2. a) 9 afios

b) $12 150.00

CALCULO PARA ADMINISTRACION Y TURISMO

C) La ganancia neta es el area de la regién acotada entre curvas R(X) = 6 025 — 10x?y

C(x) = 4 000 + 15x2

6 000

5500

5000

4500

3500

——___ R()=6025-10x

—

$12116.17

C(x) = 4 000 + 15x2

3000
0

3. $624.00 USD

gasto

D(q) = 2(64 - o)

$624 USD

unidades

f > X
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